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P (∥Qξ∥ > zc(B, x)) ⩽ 3e−x B = QV 2QT

xc g B x ⩽ xc
zc(B, x) ξ z2c (B, x) = tr(B)+

2
√
xtr(B2) + 2x∥B∥ x > xc zc(B, x) x

Abstract   Hanson-Wright inequality provides a powerful tool for bounding the norm 
of  a  centered  stochastic  vector    with  independent  entries  and  sub-gaussian  behavior.
This  paper  extends  the  bounds  to  the  case  when    only  has  bounded  exponential
moments of the form  , where   and   for
some fixed  .  For a linear mapping  ,  we present an upper quantile  function 
ensuring   with  . The obtained results exhibit a
phase transition effect: with a value   depending on   and  , for  , the function

  replicates  the  case  of  a  Gaussian  vector  ,  that  is, 
. For  , the function   grows linearly in  . The results

are  specified  to  the  case  of  Bernoulli  vector  sums  and  to  covariance  estimation  in
Frobenius norm.
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1.  Introduction

ξ ∈ Rp

n p ξ

Q : Rp → Rq Qξ

B = Var(Qξ) = QVar(ξ)Q⊤ ∥Qξ∥2 E∥Qξ∥2 = tr(B)

Var(∥Qξ∥2) = tr(B2) ∥Qξ∥2

tr(B) tr(B2) ∥B∥ x > 0

Many statistical results rely on some deviation bounds on the Euclidean norm of a zero mean
random  vector  .  Modern  applications  motivate  further  studies  of  this  problem  under
nonclassical setups with small or moderate   and large  . If    is a zero mean Gaussian vector
and    is  a  linear  mapping,  then    is  also  zero  mean  Gaussian  with  the  variance

.  For  the  squared  norm  ,  it  holds  ,
.  Moreover,  the  upper  and  lower  quantile  functions  for    can  be

written explicitly in terms of  ,  , and  : for any  ,

P
(
∥Qξ∥2 − tr(B) > 2

√
x tr(B2) + 2∥B∥x

)
⩽ e−x,

P
(
∥Qξ∥2 − tr(B) < −2

√
x tr(B2)

)
⩽ e−x,

tr(B)/∥B∥ ∥Qξ∥2 − tr(B)

tr(B)

see  e.g.  [8].  If  the  effective  trace    is  large,  the  squared  norm 
concentrates around its expectation  . An extension of these bounds to a sub-gaussian case
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ξ

ξ

is discussed in [10], however, under limiting assumption of independent entries of  . In the recent
years, a number of new results were obtained in this direction. We refer to [7] for an extensive
overview and advanced results on Hanson-Wright type concentration inequalities. However, sub-
gaussian behavior of the vector   can be very restrictive in many applications. In this paper we
consider a couple of typical examples.

Ψ i ∈ Rp

Yi Yi ∼ Bernoulli(Ψ⊤
i υ) υ ∈ Rp

υ̃G

The first one corresponds to generalized regression which includes models with binary, exponential,
poissonian  data  etc.  To  be  more  specific,  we  focus  on  models  with  binary  responses  such  as
binary classification, logistic regression, and many others. Given feature vectors  , binary
responses    are  modelled  as  ,  where    is  an  unknown  parameter
vector to be estimated. The corresponding penalized maximum likelihood estimator (MLE) 
can be written as

υ̃G
def
= argmax

υ

n∑
i=1

{
YiΨ

⊤
i υ − ϕ(Ψ⊤

i υ)
}
− penG(υ),

ϕ(θ) = − log(1− θ) penG(υ) G

penG(υ) = ∥Gυ∥2/2 G2

υ

ξG

where    and    is  a  penalty  indexed  by  a  tuning  parameter  .  [11]
studied in details the case of a quadratic penalization   for some matrix 
describing  smoothness  of  ,  and  argued  that  parametric  inference  for  such  logistic  regression
requires some possibly sharp bounds on the scaled vector   with

ξG
def
= D−1

G

n∑
i=1

(Yi − EYi)Ψ i, D2
G

def
=

n∑
i=1

ϕ′′(Ψ⊤
i υ

∗)Ψ iΨ
⊤
i +G2.

υ∗ Yi ∼ Bernoulli(Ψ⊤
i υ

∗)

∥ξG∥

Here    is  the  background  truth  under  the  correct  model  specification  ,
otherwise  it  is  the  best  parametric  fit  to  this  model.  The  main  difficulty  in  obtaining  some
deviation  bounds  on    is  that  this  vector  is  in  general  only  sub-exponential,  not  sub-
gaussian; see Section 3 for further details.

Xi ∼ N (0, Σ)

Rp Σ ∈ Mp Σ̂

Another  example  is  provided by empirical  covariance.  Let   be i.i.d.  zero mean
Gaussian vectors in   with a covariance matrix  . By   we denote the empirical covariance

Σ̂
def
=

1

n

n∑
i=1

XiX
⊤
i .

Σ̂ −Σ ∥Σ̂ −Σ∥2Fr
Xi

Σ̂ −Σ Σ̂ −Σ Xi

∥Σ̂ −Σ∥2Fr

The  well  developed  random matrix  theory  mainly  focuses  on  the  spectral  or  operator  norm of
; see e.g. [13, 14] and references therein. The Frobenius loss   is much less studied.

We mention [9] for the Gaussian case and [3] for   sub-gaussian. In some statistical problem
like high dimensional random design regression [2, 5] or error-in-operator models [12], Frobenius
norm of   arises in a natural way. The difference   is quadratic in the   ’s, hence,
only sub-exponential. [5] applies Hanson-Wright approach and illustrates difficulties of studying

.

∥Qξ∥
E exp⟨ξ,u⟩

u ∈ Rp

∥Qξ∥2 ∥Qξ∥2

This note presents some deviation bounds on the norm   for the case when the moment
generating function   is well defined on a sufficiently large but bounded set of vectors

.  The  main  challenge  of  the  study  is  that  the  standard  technique  based  on  Markov
inequality  for    does  not  apply  because  the  exponential  moments  of    diverge.  We
apply a kind of trimming technique combined with pilling device to obtain nearly sharp bounds
in the form

P
(
∥Qξ∥ > zc(B, x)

)
⩽ 3e−x

x ⩽ xc ≈ g2/4 zcwith  a  phase  transition  effect:  for  ,  the  quantile  function    is  exactly  as  in  the
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z2c (B, x) = tr(B) + 2
√

x tr(B2) + 2∥B∥x g
x
B

∥ξ∥ψ1 x > xc zc(B, x) Cx/g
C

Gaussian case:  . This is important because the value   is

typically large and for all moderate  , we can apply nearly sharp Gaussian quantiles which only
depend  on  the  covariance  matrix    and  do  not  involve  any  other  constant(s).  The  upper
quantiles  from  Hanson-Wright  or  Bernstein  type  inequalities  involve  additional  constants  like

 which can be quite large. For  , the function   grows linearly as   for an
absolute constant  .

∥Qξ∥The paper is organized as follows. The main deviation bounds on   are collected in Section
2. Applications to weighted Bernoulli vector sums are given in Section 3. Sharp deviation bounds
for  empirical  covariance  matrix  are  given  in  Section  4.  Some  useful  technical  facts  about
Gaussian quadratic forms are collected in the Appendix A and Appendix B. 

2.  Deviation bounds under light exponential tails

ξ Rp Var(ξ) Q : Rp → Rq

∥Qξ∥
ξ

Let   be a zero mean random vector in   with covariance   and let   be a
linear mapping. This section presents some deviation bounds on the norm   for the case of
light exponential tails of  . Namely,

(g) g > 0 V2 Rp V2 ⩾ Var(ξ)  for some fixed  and some self-adjoint operator  in  with  ,

ϕ(u)
def
= logE exp

(
⟨u,V−1ξ⟩

)
⩽ ∥u∥2

2
, u ∈ Rp, ∥u∥ ⩽ g. (2.1)

In fact, it is sufficient to assume that

sup
∥u∥⩽g

E exp
(
⟨u,V−1ξ⟩

)
⩽ C. (2.2)

C ϕ(u)

∥u∥ ⩽ g
The quantity   can be very large but it is not important. Indeed, the function   is analytic
on the disk  , and condition (2.2) implies an analog of (2.1):

ϕ(u) ⩽ ∥u∥2

2
+

τ3∥u∥3

6
⩽ ∥u∥2

2

(
1 +

τ3g
3

)
, ∥u∥ ⩽ g,

τ3 g V2 Var(ξ) τ3

ξ

(g)

for  a  fixed value  .  Moreover,  reducing   allows  to  take    equal  or  close  to   and 
close to zero. In the contrary to Hanson-Wright’ type results, we do not specify the structure of
the random vector   and do not require its entries to be independent. The next section presents
our main results under  . The proofs are postponed until the end of the section. 

2.1  Main results

ξ Eξ = 0 (g)
∥Qξ∥2 Q : Rp → Rq

Let  a  random  vector    satisfy    and  .  The  goal  is  to  establish  possibly  sharp
deviation bounds on   for a given linear mapping  . Define

B
def
= QV2Q⊤, p

def
= tr(B), v2 def

= tr(B2), λ
def
= ∥B∥,

z2(B, x) def
= trB + 2

√
x tr(B2) + 2x∥B∥ = p+ 2v

√
x + 2xλ.

(2.3)

ρ < 1 ρ = 1/2 xAlso fix some  , a standard choice is  . Our main result applies for all   satisfying the
condition

z2(B, x) ⩽ ρ

(
g
√
λ

µ(x)
−
√

p

µ(x)

)2

(2.4)

z(B, x) µ(x) µ−1(x) = 1 + v
2λ

√
x

x
xc µc = µ(xc)

with   from (2.3) and   defined by  ; see (B.3). One can see that the

left  hand-side  of  (2.4)  increases  with    while  the  right  hand-side  decreases.  Therefore,  there
exists a unique root   such that with  ,
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z2(B, xc) = ρ

(
g
√
λ

µc
−
√
p

µc

)2

. (2.5)

xc
∥Qξ∥ x ⩽ xc x/g x > xc
The value   is important, it describes the phase transition effect: the upper quantile function of

 exhibits the Gaussian-like behavior for  , while it grows linearly with   for 
as in a sub-exponential case.

(g) xc ρ ⩽ 1/2Theorem 2.1  Assume  . Fix  by (2.5) for some . It holds

P
(
∥Qξ∥ ⩾ z(B, x)

)
⩽ 3e−x, x ⩽ xc. (2.6)

ρ = 1/2 xcFor , the value  from (2.5) fulfills

1

4

(
g −

√
2p

λ

)2

+

⩽ xc ⩽
g2

4
. (2.7)

g >
√
2p/λ zc = z(B, xc)If  then  follows

g
√
λ/2− (1− 2−1/2)

√
p ⩽ zc ⩽ g

√
λ/2 +

√
p. (2.8)

Qξ (g) P
(
∥Qξ∥ ⩾ z(B, x)

)
⩽ e−x

x ⩽ xc g ≫
√
p/λ

xc x ⩽ xc
∥Qξ∥

The results of Theorem 2.1 state nearly Gaussian deviation bounds for the norm of the vector
  satisfying  .  Namely,  the  Gaussian  deviation  bound    from

Theorem B.1 applies with the additional factor 3 for all  . Condition   is important.

Otherwise,  the  value    is  not  significantly  large  and  the  zone    with  Gaussian-like
quantiles  is  too  narrow.  It  turns  out  that  out  of  this  range,  the  norm    exhibits  a  sub-
exponential behavior.

(g) xc zc = z(B, xc) κ =
√
ρ g

(2+
√
ρ)

√
λ

Theorem 2.2  Assume . With  from (2.5) and , set . It holds

P
(
∥Qξ∥ > zc + κ−1(x − xc)

)
⩽ 3e−x, x ⩾ xc,

P
(
∥Qξ∥ > z

)
⩽ 3 exp{−xc − κ(z − zc)}, z ⩾ zc.

(2.9)

ρ = 1/2

The obtained deviation bounds of Theorem 2.1 and Theorem 2.2 can be fused into one. To be
more specific, we fix  .

(g) xc ρ = 1/2 x > 0Corollary 2.3  Assume . Let  be defined by (2.5) with . For all ,

P
(
∥Qξ∥ > zc(B, x)

)
⩽ 3e−x, (2.10)

κ def
= g

(
√
8+1)

√
λ

x ∧ xc
def
= min{x, xc}where with  and ,

zc(B, x) def
= z(B, x ∧ xc) + κ−1(x − xc)+ =

z(B, x), x ⩽ xc,

z(B, xc) +
x − xc
κ

, x > xc.
(2.11)

xc zc = z(B, xc) g ⩾
√
2p/λMoreover,  follows (2.7) and  satisfies (2.8) provided  .

g ≫
√
p/λ xc zc(B, x) = z(B, x) ⩽ √

p+
√
2xλ x

g <
√
2p/λ

xc

If   then    is large and   for all  reasonable  .  For

,  the  accurate  bound (2.11)  can  be  simplified  by  a  linear  majorant  which  does  not

involve  .

(g) κ = g
(
√
8+1)

√
λ

Theorem 2.4  Assume . Fix . Then (2.10) applies with

zc(B, x) ⩽ √
p+

κ√
2
+ κ−1x.
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∥Qξ∥
z ⩽ zc z > zc zc = z(B, xc)

The  next  result  provides  some  upper  bounds  on  the  exponential  moments  of  .  We
distinguish between zones   and   with  ; see (2.5).

(g) xc zc = z(B, xc) z ∈ [
√
p, zc]

ν ⩽ z−√
p

2
√
λ

Theorem 2.5  Assume . Let  fulfill (2.5) and . For any  and any

, it holds

Eeν∥Qξ∥ 1I(∥Qξ∥ ⩾ z) ⩽ 6 exp
{
νz −

(z −√
p)2

2λ

}
. (2.12)

ν < κ def
=

g√ρ√
λ (2+

√
ρ)

Further, for any ,

Eeν∥Qξ∥ 1I(∥Qξ∥ > zc) ⩽
3κ

κ − ν
exp
{
νzc −

(zc −
√
p)2

2λ

}
. (2.13)

z ⩾ zcMoreover, for ,

Eeν∥Qξ∥ 1I(∥Qξ∥ > z) ⩽ 3κ
κ − ν

exp
{
νzc −

(zc −
√
p)2

2λ
− (κ − ν)(z − zc)

}
. (2.14)

 

2.2  Proof of Theorem 2.1

∥B∥ = 1 ξ

V−1ξ Q QV V = Ip
µ ∈ (0, 1) z(µ) = g/µ−

√
p/µ > 0 tµ(u) u ∈ Rp

By normalization, one can easily reduce the study to the case  . Moreover, replacing 
with   and   with   reduces the proof to the situation with  . This will be assumed
later on. For   and  , define trimming   of   as

tµ(u)
def
=

u, if ∥u∥ ⩽ z(µ),
z(µ)

∥u∥
u, otherwise.

(2.15)

∥tµ(u)∥ ⩽ z(µ) u ∈ RpBy construction   for all  .

(g) ∥B∥ = 1 µ ∈ (0, 1) z(µ) = g/µ−
√
p/µ > 0

tµ(·)
Lemma  2.6  Assume  and  let .  Fix  s.t. .  Then

with  from (2.15)

E exp
{µ
2
t2µ(Qξ)

}
⩽ 2 exp{Φ(µ)}, (2.16)

where

Φ(µ)
def
=

µ2v2

4(1− µ)
+

µp

2
. (2.17)

z < z(µ)Furthermore, for any ,

P
(
∥Qξ∥ > z, ∥Qξ∥ ⩽ z(µ)

)
⩽ 2 exp

{
−µ z2

2
+ Φ(µ)

}
. (2.18)

ξProof   Let us fix any value of  . We intend to show that

exp
{µ
2
∥tµ(Qξ)∥2

}
⩽ 2Eγ exp{µ1/2γ⊤tµ(Qξ)}. (2.19)

Eγ γ ∼ N (0, Ip) ξ

A = {u : µ1/2∥Q⊤u∥ ⩽ g}
Here    means  conditional  expectation  w.r.t.    given  .  Obviously,  with

, it suffices to check that

Iµ(ξ)
def
= Eγ exp

{
µ1/2γ⊤tµ(Qξ)− µ

2
∥tµ(Qξ)∥2

}
1I(γ ∈ A) ⩾ 1/2. (2.20)

Cp = (2π)−p/2With  , it holds
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Iµ(ξ) = Cp
∫
A

exp
(
µ1/2u⊤tµ(Qξ)− µ

2
∥tµ(Qξ)∥2 − 1

2
∥u∥2

)
du

= Cp
∫
A

exp
(
−1

2
∥u− µ1/2tµ(Qξ)∥2

)
du = Pγ(γ − µ1/2tµ(Qξ) ∈ A).

A ∥tµ(Qξ)∥ ⩽ z(µ) ∥Q∥ ⩽ 1The definition of   and the condition   imply in view of  ,

Pγ(γ − µ1/2tµ(Qξ) ∈ A) = Pγ

(
∥Q⊤(γ − µ1/2tµ(Qξ))∥ ⩽ g/µ1/2

)
⩾ Pγ

(
∥Q⊤γ∥ ⩽ g/µ1/2 − µ1/2z(µ)

)
⩾ Pγ

(
∥Q⊤γ∥ ⩽ √

p

)
⩾ 1/2

and  (2.20)  follows.  Taking  expectation  for  both  sides  of  (2.19)  and  the  use  of  Fubini’s
theorem yield

E exp
{µ
2
∥tµ(Qξ)∥2

}
⩽ 2Eγ

{
E exp{µ1/2γ⊤tµ(Qξ)} 1I(µ1/2∥Q⊤γ∥ ⩽ g)

}
.

u ∈ RpObviously, for any  ,

exp{u⊤tµ(Qξ)}+ exp{−u⊤tµ(Qξ)} ⩽ exp{u⊤Qξ}+ exp{−u⊤Qξ}

and by (2.1)

E exp
{µ
2
∥tµ(Qξ)∥2

}
⩽ 2Eγ

{
exp
(1
2
∥µ1/2γ⊤Q∥2

)
1I(µ1/2∥Q⊤γ∥ ⩽ g)

}
⩽ 2Eγ exp

(1
2
∥µ1/2γ⊤Q∥2

)
= 2 det(Ip − µQ⊤Q)−1/2.

µ > 0We also use that for any   by (B.4),

log det
(
I− µB

)−1/2 ⩽ µ tr(B)

2
+

µ2 tr(B2)

4(1− µ)
= Φ(µ),

and the first statement follows. Moreover, by Markov’s inequality

P
(
∥Qξ∥ > z, ∥Qξ∥ ⩽ z(µ)

)
⩽ e−µ z2/2E exp

{µ
2
∥tµ(Qξ)∥2

}
⩽ 2 exp

{
−µ z2

2
+ Φ(µ)

}
,

and (2.18) follows as well.  □
µ = µ(x)The use of   from (B.3) in (2.16) yields

−µz2(B, x)
2

+ Φ(µ) = −x, (2.21)

and similarly to the proof of Theorem B.1

P
(
∥Qξ∥2 > z2(B, x), ∥Qξ∥ ⩽ z(µ)

)
⩽ 2e−x. (2.22)

P
(
∥Qξ∥ > z(µ)

)
It remains to consider the probability of large deviation  .

∥B∥ = 1 x > 0 µ = µ(x) z(µ) = g/µ−
√
p/µ

ρ ⩽ 1/2

Lemma  2.7  Assume .  Given ,  fix  and .  Assume
(2.4) for some . Then

P
(
∥Qξ∥ > z(µ)

)
⩽ e−x. (2.23)

η = ∥Qξ∥Proof   Denote  . By (2.22)

P
(
η > z(B, x), η ⩽ z(µ)

)
⩽ 2e−x. (2.24)
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µ = µ(x) Φ(µ) η

η > z(µ) µ ρµ µ

For  ,  it  holds (2.21) with   given by (2.17).  Bounding the tails  of    in the region
 requires another choice of  . Namely, we apply (2.18) with   instead of   yielding

P
(
η > z(µ), η ⩽ z(ρµ)

)
⩽ 2 exp

{
−ρµ z2(µ)

2
+ Φ(ρµ)

}
.

ρ2µ µIn a similar way, applying (2.24) with   in place of   and using that

ρ z(ρµ) = g/µ−
√
ρp/µ ⩽ z(µ) (2.25)

yields

P
(
η > z(ρµ), η ⩽ z(ρ2µ)

)
⩽ 2 exp

{
−ρ2µ z2(ρµ)

2
+ Φ(ρ2µ)

}
⩽ 2 exp

{
−µ z2(µ)

2
+ Φ(ρ2µ)

}
.

This trick can be applied again and again yielding in view of (2.25)

P
(
η > z(µ)

)
⩽

∞∑
k=0

P
(
η > z(ρkµ), η ⩽ z(ρk+1µ)

)
⩽

∞∑
k=0

2 exp
{
−ρk+1µ z2(ρkµ)/2 + Φ(ρk+1µ)

}
⩽

∞∑
k=0

2 exp
{
−ρ−k+1µ z2(µ)/2 + Φ(ρk+1µ)

}
.

ρ z2(µ) ⩾ z2(B,µ)/2 ρ ⩽ 1/2Condition   and (2.21) ensure for  ,

P
(
η > z(µ)

)
⩽

∞∑
k=0

2 exp
{
−ρ−kµ z2(B,µ)/2 + Φ(ρk+1µ)

}
⩽ 2

∞∑
k=0

exp
{
Φ(ρk+1µ)− ρ−kΦ(µ)− ρ−kx

}
⩽ e−x.

This yields (2.23).  □
Putting together (2.22) and (2.23) yields (2.6).

λ ∥B∥ = ∥QV2Q⊤∥ = 1

z(B, x) ⩽ √
p+

√
2x µ−1 = 1 +

√
p/(4x)

ρ = 1/2

Now we check (2.7). Normalization by   reduces the proof to the case  .

We  use  the  simplified  bounds    and  .  Now  (2.4)  with

 can be rewritten as

g ⩾ √
µp+ µ

√
2
(√
p+

√
2x
)
. (2.26)

µ =
√
4x/(

√
4x +

√
p)The use of   yields

µ
√
2
(√
p+

√
2x
)
=

√
8x

√
p+

√
2x

√
p+

√
4x

⩾
√
4x,

x > g2/4 y =
√
4x/g α =

√
p/gand (2.26) is not possible for  . Further, with   and  ,

√
µp+ µ

√
2
(√
p+

√
2x
)

g
=

√
yα2

α+ y
+

y(
√
2α+ y)
α+ y

⩽ α+ y +
y(
√
2− 1)α

α+ y
⩽ y +

√
2α.

y ⩾ 1−
√
2α zc ⩽√

p+
√
2λxc zc ⩾

√
p/2 +

√
2λxc

Together  with  (2.26),  this  yields    and  (2.7)  follows.  For  (2.8)  we  use 

 and  .
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2.3  Proof of Theorem 2.2

λ = 1

∥Qξ∥
xc x > xc µ

Assume  w.l.o.g.  .  First  we  present  an  accurate  deviation  bound,  which,  however,  does
not  provide  a  closed  form  quantile  function  for  .  Then  we  show  how  it  implies  a  rough
linear upper bound on this quantile function. For   from (2.5) and  , fix   by the relation

ρµ z2(µ)

2
= x + Φ(µ) = x +

µp

2
+

µ2v2

4(1− µ)
, (2.27)

z(µ) = g/µ−
√
p/µ µ

x = xc µ = µc z2(µc) = z2(B, xc) x > xc µ < µc
z2(µ) > z2(B, x)

where  ; cf. (2.21). It is easy to see that the solution   exists and unique. Moreover,
if    then    and  ;  see  (2.5).  If  ,  then    and

.

x > xc µ z(µ) = g/µ−
√
p/µLemma 2.8  For , define  by (2.27). Then with ,

P
(
∥Qξ∥2 > ρ z2(µ)

)
⩽ 3e−x. (2.28)

µ = µ(x)
z(B, x) > z(µ) x µ(x)

µ z(µ)

µ ρµ z2(µ)− Φ(µ) = x

Proof    We again apply Lemma 2.6, however, the choice    from (B.3) is not possible
anymore  in  view of  .  More  precisely,  for    large,  the  value   approaches  one
and this choice of   yields the value   smaller than we need. To cope with this problem, we
apply (2.18) of  Lemma 2.6 with a sub-optimal    from (2.27) ensuring  .  By
(2.18) of Lemma 2.6

P
(
∥Qξ∥ >

√
ρ z(µ), ∥Qξ∥ ⩽ z(µ)

)
⩽ 2 exp

{
−ρµ z2(µ)

2
+ Φ(µ)

}
= 2e−x.

Repeating the arguments from the proof of Lemma 2.7 implies

P
(
∥Qξ∥2 > ρ z2(µ)

)
⩽

∞∑
k=0

2 exp
{
−1

2
ρk+1µ z2(ρkµ) + Φ(ρkµ)

}
⩽

∞∑
k=0

2 exp
{
−1

2
ρ−k+1µ z2(µ) + Φ(ρkµ)

}
⩽ 2e−x + 2e−x

∞∑
k=1

exp
{
−1

2
(ρ−k − 1)ρµ z2(µ) + Φ(ρkµ)− Φ(µ)

}
⩽ 3e−x

as stated in (2.28).  □

ρ z2(µ) µ z(µ) = g/µ−
√
p/µ µ ⩽ µcIt remains to evaluate   with   from (2.27) and  . For  ,

ρ

2

(
g
√
µ
−√

p

)2

= x + Φ(µ)

and
√
ρ g

√
µ

=
√
2x + 2Φ(µ) +

√
ρp.

This results in

√
ρ z(µ) =

√
ρ

√
µ

(
g
√
µ
−√

p

)
⩽ 1

√
ρ g
(√

2x + 2Φ(µ) +
√
ρp
)√

2x + 2Φ(µ)

⩽ 1
√
ρ g
(
2x + 2Φ(µc) +

√
ρp(2x + 2Φ(µc))

) def
= z̄(x).
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x = xc µ = µc
√
ρ z(µc) = z̄(xc) =

z(B, xc) z̄(x) x
By  (2.5),  this  inequality  becomes  equality  for    and    with 

. Furthermore, the derivative of   w.r.t.   satisfies
d
dx

z̄(x) =
1

√
ρ g

(
2 +

√
ρp√

2x + 2Φ(µc)

)
⩽ 1

√
ρ g

(
2 +

√
ρp√

2xc + 2Φ(µc)

)
.

2xc + 2Φ(µc) = z2(B, xc)Moreover,   and

d
dx

z̄(x) ⩽ 1
√
ρ g

(
2 +

√
ρp

z(B, xc)

)
⩽ 2 +

√
ρ

√
ρ g

yielding

z̄(x) ⩽ z̄(xc) +
2 +

√
ρ

√
ρ g

(x − xc) = z(B, xc) +
2 +

√
ρ

√
ρ g

(x − xc),

and hence,

√
ρ z(µ) ⩽ z(B, xc) +

2 +
√
ρ

√
ρ g

(x − xc) = zc +
x − xc
κ

. (2.29)

This implies (2.9). 

2.4  Proof of Theorem 2.4

λ = 1 z(B, xc) ⩽
√
p+

√
2xc κ−1xc −

√
2xc+

κ/
√
2 ⩾ 0

As  previously,  assume  .  We  use  .  Further, 

 and thus,
√
2xc − κ−1xc ⩽ κ/

√
2.

x ⩾ xcTherefore, for  , it holds

zc(B, x) = z(B, xc) +
x − xc
κ

⩽ √
p+

√
2xc −

xc
κ

+
x
κ

⩽ √
p+

κ√
2
+

x
κ
.

x ⩽ xc zc(B, x) = z(B, x) ⩽ √
p+

√
2x√

2x ⩽ κ/
√
2 + κ−1x

In  the  zone  ,  it  holds    and  it  remains  to  note  that

.
 

2.5  Proof of Theorem 2.5

λ = 1 z ⩾ zc

κ = g√ρ/(2 +
√
ρ) xc = (zc −

√
p)2/2

Assume  w.o.l.g.  .  First  consider  .  By  (2.29)  of  Theorem  2.2,  it  holds  with
 and  ,

P
(
∥Qξ∥ ⩾ z

)
= P

(
∥Qξ∥ ⩾ zc + z − zc

)
⩽ 3e−xc−κ(z−zc).

P(∥Qξ∥ ⩾ zc) ⩽ 3e−xc ν < κIn particular,  . Integration by parts yields for  ,

Eeν(∥Qξ∥−zc) 1I(∥Qξ∥ > zc) = −
∫ ∞

zc

eν(z−zc)dP(∥Qξ∥ ⩾ z)

= P(∥Qξ∥ ⩾ zc) + ν

∫ ∞

zc

eν(z−zc) P(∥Qξ∥ ⩾ z) dz

⩽ 3e−xc + ν

∫ ∞

zc

eν(z−zc)−xc−κ(z−zc) dz =

(
3 +

3ν

κ − ν

)
e−xc ,

(2.30)

z ⩾ zcand (2.13) follows. Similarly, for  , we derive (2.14) as follows
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Eeν∥Qξ∥ 1I(∥Qξ∥ > z) = −
∫ ∞

z

eνtdP(∥Qξ∥ ⩾ t)

⩽ 3eνzc−xc−κ(z−zc) +
3ν

κ − ν
eνzc−xc−κ(z−zc) =

3κ
κ − ν

eνzc−xc−(κ−ν)(z−zc).

z◦ z◦ −
√
p ⩾ 2ν z◦ ⩽ zcNow fix   with   but  . Then

Eeν∥Qξ∥ 1I(∥Qξ∥ > z◦) = −
∫ ∞

z◦

eνzdP(∥Qξ∥ ⩾ z)

= eνz◦P(∥Qξ∥ ⩾ z◦) + ν

(∫ zc

z◦

+

∫ ∞

zc

)
eνzP(∥Qξ∥ ⩾ z)dz.

z ∈ [z◦, zc] z(B, x) ⩽ √
p+

√
2xBy (2.6), for any  , it holds in view of  ,

P(∥Qξ∥ ⩾ z) ⩽ 3e−(z−√
p)2/2.

(νz − (z −√
p)2/2)′ = ν − z +

√
p ⩽ −ν z −√

p ⩾ 2νAs   for  , it holds

ν

∫ zc

z◦

eνz−(z−√
p)2/2dz ⩽ eνz◦−(z◦−

√
p)2/2 ν

∫ zc

z◦

e−ν(z−z◦)dz ⩽ eνz◦−(z◦−
√
p)2/2

νz◦ − (z◦ −
√
p)2/2 > νzc − (zc −

√
p)2/2∫∞

zc
eνzP(∥Qξ∥ ⩾ z)dz

and also  . Putting this together with the above bound

on   as in (2.30) completes the proof of (2.12).
 

3.  Deviation bounds for Bernoulli vector sums

Yi Bernoulli(θ∗i ) i = 1, . . . , n Y = (Yi) ∈ Rn

Yi

Ψ : Rn → Rp ξ = Ψ(Y − EY )

∥ξ∥2

Let   be independent  ,  . We denote  . Weighted sums
of the   naturally appear in various statistical tasks including classification, binary response models,
logistic regression etc. Recent applications include e.g. stochastic block modeling; see e.g. [1, 6]
and references  therein,  or  ranking  from pairwise  comparison [4]  among many others.  We show
how the general bounds of Section 2 can be used for vector sums of Bernoulli r.v.s. For a linear
mapping  ,  define  .  Below  we  state  some  deviation  bounds  on  the
squared norm   starting from the univariate case. 

3.1  Weighted sums of Bernoulli r.v.’s: Univariate case

(wi)Given a collections of weights  , define

S =

n∑
i=1

Yiwi,

V 2 = Var(S) =
n∑
i=1

θ∗i (1− θ∗i )w
2
i ,

w∗ = max
i

|wi|.

S − ESFirst, we state a deviation bound for a centered sum  .

Yi Bernoulli(θ∗i ) wi ∈ R i = 1, . . . , n

S =
∑n
i=1 Yiwi

Proposition  3.1  Let  be  independent  and , .  Then
 satisfies

logE exp
{λ(S − ES)

V

}
⩽ λ2, λ ⩽ log(2)V

w∗ . (3.1)

x ⩾ 0Furthermore, suppose that given ,
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V ⩾ 3

2
w∗√x. (3.2)

Then

P
(
V −1|S − ES| ⩾ 2

√
x
)
⩽ 2e−x. (3.3)

V Vx = V ∨ (3w∗√x /2)Without (3.2), the bound (3.3) applies with  replaced by .

w∗ = 1

1/w∗
Proof   Without loss of generality assume  , otherwise just rescale all the weights by the

factor  . We use that

f(u)
def
= logE exp

{
u(S − ES)

}
=

N∑
i=1

[
log
(
θ∗i e

uwi + 1− θ∗i
)
− uwiθ

∗
i

]
.

u |u| ⩽ log 2 f(0) = 0 f ′(0) = 0

υ∗
i = log θ∗i − log(1− θ∗i )

This  is  an  analytic  function  of    for    satisfying  ,  ,  and,  with
,

f ′′(u) =

N∑
i=1

w2
i θ

∗
i (1− θ∗i ) e

uwi

(θ∗i euwi + 1− θ∗i )
2
=

N∑
i=1

w2
i e

υ∗
i +uwi

(eυ
∗
i +uwi + 1)2

=

N∑
i=1

θi(u)
{
1− θi(u)

}
w2
i

θi(u) = eυ
∗
i +uwi/(eυ

∗
i +uwi + 1) θi(u) θi(u)

{
1− θi(u)

}
u θ∗i = θi(0)

for  .  Clearly    and  thus,    monotonously

increases with   and it holds for  ,

θi(u)
{
1− θi(u)

}
⩽ e|u| θ∗i (1− θ∗i ) ⩽ 2 θ∗i (1− θ∗i ), |u| ⩽ log 2.

This yields

f(u) ⩽ V 2 u2, |u| ⩽ log 2.

x ⩽ 4V 2/9 λ =
√

x λ/V =
√

x/V ⩽ log 2 ⩽ 2−1/2As  , the value   fulfills  . Now by the exponential
Chebyshev inequality

P
(
V −1(S − ES) ⩾ 2

√
x
)
⩽ exp

{
−2λ

√
x + f(λ/V )

}
⩽ exp

(
−2λ

√
x + λ2

)
= e−x.

ES − SSimilarly one can bound  .  □ 

3.2  Deviation bounds for Bernoulli vector sums

ξ = Ψ(Y − EY ) Ψ

Ψ : Rn → Rp
Now we present an upper bound on the norm of a vector  , where   is a linear

mapping  . It holds

Var(ξ) = Var(ΨY ) = Ψ Var(Y )Ψ⊤.

∥Qξ∥2 Q : Rp → RqWe aim at bounding the squared norm   for another linear mapping  .

Yi ∼ Bernoulli(θ∗i ) i = 1, . . . , n ξ = Ψ(Y − EY )

V2 ⩾ 2Var(ξ)
Theorem  3.2  Let , .  Consider ,  and  let

. Define

w∗ = max
i⩽n

∥V−1Ψ i∥, g = log(2)/w∗.

B = QV2Q⊤ zc(B, x)Then with  and  from (2.11), it holds

P
(
∥Qξ∥ ⩾ zc(B, x)

)
⩽ 3e−x.
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u

⟨V−1ξ,u⟩ = ⟨V−1Ψ(Y − EY ),u⟩
Yi − θ∗i

Proof   We apply the general result of Corollary 2.3 under conditions (2.1). For any vector  ,
consider the scalar product  . It is obviously a weighted centered
sum of the Bernoulli r.v.’s   with

Var⟨V−1ξ,u⟩ ⩽ ∥u∥2/2.

ϵi = Yi − θ∗i ε = (ϵi)One can write with   and  ,

⟨V−1ξ,u⟩ =
⟨
ε,Ψ⊤V−1u

⟩
.

By the Cauchy-Schwarz inequality, it holds

∥Ψ⊤V−1u∥∞ = max
i

∣∣(V−1Ψ i)
⊤u
∣∣ ⩽ w∗∥u∥.

⟨V−1ξ,u⟩Bound (3.1) of Proposition 3.1 on the exponential moments of   implies

logE exp
{
⟨V−1ξ,u⟩

}
⩽ ∥u∥2/2, ∥u∥ ⩽ log(2)/w∗.

g = log(2)/w∗Therefore,  (2.1)  is  fulfilled  with  .  The  deviation  bound  (2.10)  of  Corollary  2.3
yields the assertion.  □ 

4.  Frobenius norm losses for empirical covariance

Xi ∼ N (0, Σ) Rp

Σ ∈ Mp Σ̂

Let    be  i.i.d.  zero  mean  Gaussian  vectors  in    with  a  covariance  matrix
. By   we denote the empirical covariance

Σ̂
def
=

1

n

n∑
i=1

XiX
⊤
i .

∥Σ̂ −Σ∥2Fr
Our goal is to establish sharp dimension free deviation bounds on the squared Frobenius norm

:

∥Σ̂ −Σ∥2Fr = tr(Σ̂ −Σ)2.

∥Σ̂ −Σ∥2Fr
We  demonstrate  how  the  general  results  of  Section  2  can  be  used  for  obtaining  accurate
deviation bounds for   and for supporting the concentration phenomenon.
 

4.1  Upper bounds

∥Σ̂ −Σ∥2Fr Σ̂

Rp×p

∥Σ̂ −Σ∥2Fr ∥Σ̃ −Σ∥2Fr
Σ̃ Σ̂

First  we  establish  a  tight  upper  bound  on  .  We  identify  the  matrix    with  the

vector in the linear subspace of   composed by symmetric matrices. Our aim is in showing
that the quantiles of   mimic well similar quantiles of   for a Gaussian matrix

 with the same covariance structure as  . Define

p(Σ) = (trΣ)2 + trΣ2, v2(Σ) =
(
trΣ2

)2
+ trΣ4. (4.1)

p(Σ) = E∥Σ̂ −Σ∥2Fr = trVar(Σ̃) v2(Σ) = tr{Var(Σ̃)}2 λ(Σ) =

∥Var(Σ̃)∥ = 2∥Σ∥2 p(Σ)

n ≫ p(Σ)

Later  we  show  that    and   while 

. In our results we implicitly assume a high dimensional situation with 

large. The presented bounds also require that  .

∥Σ∥ = 1 p(Σ) < n/8 x 4
√

x <
√

n/8−
√
p(Σ)

ρ < 1

Theorem  4.1  Assume  and .  Given  with ,  fix

 by

ρ(1− ρ)
√

n/8 =
√
p(Σ) + 4

√
x. (4.2)
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Then

P
(
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr >

1

1− ρ

{
p(Σ) + 2v(Σ)

√
x + 4x

})
⩽ 3e−x. (4.3)

 

4.2  Lower bounds

Σ̂ −Σ

∥Σ̂ −Σ∥2Fr
This  section  presents  a  lower  bound  on  the  Frobenius  norm of  .  Later  in  Section  4.3

we state the concentration phenomenon for  .

∥Σ∥ = 1 p(Σ) v(Σ) x > 0

2
√

x ⩽ p(Σ)/v(Σ) µ = µ(x) = 2
√

x/v(Σ) α < 1/2

Theorem  4.2  Let  and  and  be  defined  by  (4.1).  For  with
, define  and assume that there is  satisfying

α

√
1− 2α

1− α
⩾
√

µ(x)
n

(√
2p(Σ) +

√
2p(Σ)

v(Σ)

)
. (4.4)

Then

P
(
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr <

1− 2α

1− α
p(Σ)− 2v(Σ)

√
x
)
⩽ 2e−x.

 

4.3  Concentration of the Frobenius loss

Putting together Theorem 4.1 and Theorem 4.2 yields the following corollary.

x
Ω(x) P

(
Ω(x)

)
⩾ 1− 5e−x

Corollary 4.3  Under conditions of Theorem 4.1 and Theorem 4.2, it holds for any  resolving
(4.2) and (4.4) on a random set  with ,

1− 2α

1− α
p(Σ)− 2v(Σ)

√
x ⩽ n∥Σ̂ −Σ∥2Fr ⩽

1

1− ρ

{
p(Σ) + 2v(Σ)

√
x + 4x

}
. (4.5)

Σ̂ Σ̂

Σ̂ Xi

(1− ρ)−1

1−2α
1−α

This result mimics similar bound of Theorem B.1 for   Gaussian and of Theorem 2.1 for   sub-
Gaussian.  However,  the  empirical  covariance    is  quadratic  in  the   ’s  and  thus,  only  sub-
exponential. We pay an additional factor   in the upper quantile function and the factor

 in the lower quantile function for this extension.

n∥Σ̂ −Σ∥2Fr
p(Σ)

p(Σ) v2(Σ) ⩽ p(Σ)λ(Σ) = 2p(Σ) v(Σ) ≪ p(Σ)

Further we discuss the concentration phenomenon for the Frobenius error   around

its  expectation  .  Even  in  the  Gaussian  case,  it  meets  only  in  high-dimensional  situation
with    large.  As  ,  this  also  implies  .  Statement
(4.5) can be rewritten as

−αp(Σ)

1− α
− 2v(Σ)

√
x ⩽ n∥Σ̂ −Σ∥2Fr − p(Σ) ⩽ ρp(Σ)

1− ρ
+

2v(Σ)
√

x + 4x
1− ρ

.

n∥Σ̂ −Σ∥2Fr p(Σ) α ρ

x ≪ p(Σ) n∥Σ̂ −Σ∥2Fr − p(Σ) p(Σ)

ρ ρ ≍
√
p(Σ)/n ρ ≪ 1 p(Σ) ≪ n

α ≪ 1 v2(Σ) ≍ p(Σ) x ≪ p(Σ)

µ(x) = 2
√

x/v(Σ) ≪ 1 α

Therefore, concentration effect of the loss   requires   large and   and   small.

Then for  , quantiles of   are smaller in order than  . Definition

(4.2) of   ensures  , and hence, “  ” is equivalent to “  ”. Condition

ensuring    is  similar.  To  see  this,  assume  .  Then    yields
 and definition (4.4) of   implies

α ≲
√

µ

n

(√
2p(Σ) +

√
2p(Σ)

v(Σ)

)
≲
√
p(Σ)

n
.

 

4.4  Weighted frobenius norm

The result can be easily extended to the case of a weighted Frobenius norm. Consider for any

Probability, Uncertainty and Quantitative Risk 147



A : Rp → Rq n∥A(Σ̂ −Σ)A⊤∥2Frlinear mapping   the value  .

∥Σ∥ = 1 A : Rp → Rq ∥A∥ = ∥A⊤A∥ = 1

ΣA
def
= AΣA⊤

Theorem  4.4  Let  and  be  a  linear  operator  with .

Define ,

pA
def
= p(ΣA) = tr2(ΣA) + tr(ΣA)2, v2

A
def
= v2(ΣA) =

{
tr(Σ2

A)
}2

+ tr(ΣA)4,

pA < n/8

n∥A(Σ̂ −Σ)A⊤∥2Fr p(Σ) v(Σ) pA vA
and  assume .  The  the  statements  of  Theorem  4.1  and  Theorem  4.2  apply  to

 after replacing  and  with  and .

Proof   We can represented
√
nA(Σ̂ −Σ)A⊤ = AΣ1/2E Σ1/2A⊤

E ΣA = AΣA⊤ Σwith   from (4.6). This reduces the result to the previous case with   in place of  .
□ 

4.5  Proof of Theorem 4.1

γi = Σ−1/2XiEach vector   is standard normal. Define

E =
1

n1/2

n∑
i=1

(γiγ
⊤
i − Ip). (4.6)

Σ̂ −Σ = n−1/2Σ1/2 E Σ1/2We will use the representation   and

n∥Σ̂ −Σ∥2Fr = tr(Σ1/2E Σ E Σ1/2) = ∥Σ1/2E Σ1/2∥2Fr.

∥QE∥2Fr QE = Σ1/2 E Σ1/2

ξ = E
The main step is in applying Theorem 2.1 to the quadratic form   with  .
First check (2.1) for  .

Γ ∈ Mp ∥Γ∥Fr ⩽ g <
√
n/2Lemma 4.5  For any symmetric  with , it holds

E⟨Γ, E⟩2 = 2∥Γ∥2Fr,

logE exp⟨Γ, E⟩ ⩽ 1

1− 2n−1/2∥Γ∥
∥Γ∥2Fr ⩽

1

1− 2n−1/2g
∥Γ∥2Fr.

(4.7)

Γ ∈ Mp ∥Γ∥Fr ⩽ g ⟨Γ, E⟩Proof   Let us fix any symmetric   with  . For the scalar product  , we
use the representation

⟨Γ, E⟩ = tr(ΓE) = 1

n1/2

n∑
i=1

{
γ⊤
i Γγi − E(γ⊤

i Γγi)
}
.

γiThen by independence of the   ’s and Lemma A.1, it holds

E⟨Γ, E⟩2 =
1

n

n∑
i=1

E
{
γ⊤
i Γγi − E(γ⊤

i Γγi)
}2

= 2 trΓ 2.

⟨Γ, E⟩ γiNow consider the exponential moment of  . Again, independence of the   ’s yields

logE exp⟨Γ, E⟩ =
n∑
i=1

logE exp
γ⊤
i Γγi√
n

−
√
n trΓ

=
n

2
log det

(
Ip −

2√
n
Γ
)
−
√
n trΓ
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2Γ <
√
nIpprovided that  . Moreover, by Lemma A.2∣∣∣n

2
log det(Ip − 2n−1/2Γ )−

√
n trΓ

∣∣∣ ⩽ trΓ 2

1− 2n−1/2∥Γ∥
=

∥Γ∥2Fr
1− 2n−1/2∥Γ∥

,

∥Γ∥ ⩽ ∥Γ∥Fr ⩽ gand the assertion follows in view of  .  □
g = ρ

√
n/2 ξ = E

V2 = 2(1− ρ)−1I ∥QE∥2Fr
QE = Σ1/2 E Σ1/2 Var(E) = 2I Ẽ

Ẽ = (ζ + ζ⊤)/
√
2 ζ = (ζij) p

ζij p-matrix Γ

We  now  fix  .  Then  the  random  matrix    follows  condition  (2.1)  with
.  This  enables  us  to  apply  Theorem  2.1  to  the  quadratic  form    for
. By (4.7), it holds  . Now introduce a Gaussian element   with the

same covariance structure. One can use  , where   is a random   -matrix

with i.i.d. standard normal entries  . Indeed, for any symmetric    ,

E⟨Ẽ , Γ ⟩2 = 2E⟨ζ, Γ ⟩2 = 2.

∥QE∥2Fr
∥QẼ∥2Fr Ẽ ∼ N (0,Var(E))
Statement  (2.6)  of  Theorem  2.1  yields  nearly  the  same  deviation  bounds  for    as  for

 with  . Theorem B.1 claims

P
(
∥QẼ∥2Fr > z2(B̃, x)

)
⩽ e−x,

B̃ = Var(QẼ) z(B, x)where   and the quantile   is defined as

z2(B, x) = trB + 2
√

x tr(B2) + 2x∥B∥. (4.8)

Ẽ = (ζ + ζ⊤)/
√
2 ζ = (ζij)

ζij QẼ = Σ1/2 Ẽ Σ1/2 B̃ = Var(QẼ)
Lemma 4.6  Let ,  where  is  a random p-matrix with i.i.d.  standard

normal entries . Consider . It holds for ,

tr B̃ = p(Σ), tr B̃2 = v2(Σ), ∥B̃∥ = 2.

Σ = diag{λ1, . . . , λp}Proof   We may assume  . Then it holds by Lemma A.1

∥QẼ∥2Fr = ∥Σ1/2 Ẽ Σ1/2∥2Fr =
1

2

p∑
i,j=1

λi λj (ζij + ζji)
2 d
= 2

∑
i⩽j

λi λj ζ
2
ij (4.9)

and thus

tr B̃ = E∥QẼ∥2Fr = 2
∑
i⩽j

λi λj =

( p∑
i=1

λi

)2

+

p∑
i=1

λ2
i = p(Σ).

v2(Σ) = tr B̃2 Var(∥QẼ∥2Fr) ̸= Var(∥QE∥2Fr)
v2(Σ) = Var(∥QẼ∥2Fr)/2

Further we compute  . Note that  . Due to Lemma A.1,

it holds   yielding by (4.9)

v2(Σ) = 2
∑
i⩽j

λ2
iλ

2
j Var(ζ

2
ij) = 2

∑
i ̸=j

λ2
iλ

2
j + 2

p∑
i=1

λ4
i =

(
trΣ2

)2
+ trΣ4.

Var(E) = 2I ∥Σ∥ = 1 λ(Σ) = ∥QVar(E)Q⊤∥ = 2Finally,   and   implies  .  □
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr = ∥QE∥2Fr

B = (1− ν)−1B̃ z2(B, x)
Now  we  apply  Theorem  2.1  to  .  Following  to  Lemma  4.5,  define

. Then with   from (4.8)

P
(
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr > z2(B, x)

)
= P

(
∥QE∥2Fr > z2(B, x)

)
⩽ 3e−x, x ⩽ xc,

z2(B, x) = (1− ν)−1z2(B̃, x)
x

and assertion (4.3) follows in view of Lemma 4.6 and  . However, it is

still  necessary  to  check  that  the  upper  bound  (4.3)  applies  for  a  given  .  (2.7)  provides  a
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g/λ ⩾
√
p/λ+

√
8x p = p(Σ)/(1− ρ) λ = 2/(1− ρ) g =

ρ
√
n/2

sufficient  condition    with    and    for 

. By (4.2)

g
λ
−
√
p

λ
=

ρ
√
n

2λ
−
√
p(Σ)

2
⩾ ρ(1− ρ)

√
n

4
−
√
p(Σ)

2
>

√
8x

and the result follows. 

4.6  Proof of Theorem 4.2

As in the proof of the upper bound, we apply Markov’s inequality

P
(
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr < z

)
⩽ eµz/2E exp

(
−µ

2
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr

)
. (4.10)

µ

−n∥Σ̂ −Σ∥2Fr µ > 0 x µ z

e−x

However, now we are free to choose any positive  . Later we evaluate the exponential moments
of   for all   and then, given  , fix   and   similarly to the Gaussian case to

ensure the prescribed deviation probability  .
ζ = (ζij) p× p ζij

ζ̄
def
= (ζ + ζ⊤)/2 µ > 0

Denote  by    a  random    matrix  with  i.i.d.  standard  Gaussian  entries    and

. Then for any  ,

exp
(
−µn∥Σ̂ −Σ∥2Fr/2

)
= Eζ exp

{
i
√
µn ⟨Σ̂ −Σ, ζ⟩

}
= Eζ exp

{
i
√
µn ⟨Σ̂ −Σ, ζ̄⟩

}
.

XiTherefore, by independence of the   ’s,

E exp
(
−µn∥Σ̂ −Σ∥2Fr/2

)
= EζE exp

(
i
√
µn ⟨Σ̂ −Σ, ζ̄⟩

)
= Eζ

{
E exp

(
i
√
µ/n ⟨X1X

⊤
1 −Σ, ζ̄⟩

)}n
= Eζ

{
E exp

(
i
√
µ/n ⟨γγ⊤ − Ip, Σ1/2 ζ̄Σ1/2⟩

)}n
.

B = Σ1/2 ζ̄Σ1/2Further, by Lemma A.2, with  ,{
E exp

(
i
√
µ/n ⟨γγ⊤ − Ip,B⟩

)}n
= exp

{
n log det

(
Ip − 2i

√
µ/nB

)−1/2 − i
√
µn tr(B)

}
. (4.11)

x > 0 α ∈ (0, 1/2)Let some   and some   be fixed. Define

µ
def
=

2
√

x
v(Σ)

, µα
def
=

1− α

1− 2α
µ =

1− α

1− 2α

2
√

x
v(Σ)

, (4.12)

Ω(α)and introduce a random set   with

Ω(α)
def
=

{
ζ : 2

√
µα/n ∥B∥ ⩽ α

}
, B = Σ1/2 (ζ + ζ⊤)Σ1/2/2. (4.13)

Ω(α)It holds on   by (4.11) similarly to (A.4) of Lemma A.2

En exp
{

i
√
µα/n ⟨γγ⊤ − Ip,B⟩

}
⩽ exp

(
−µα tr(B2) +

µα α tr(B2)

1− α

)
= exp

(
−1− 2α

1− α
µα tr(B2)

)
= exp

(
−µ tr(B2)

)
. (4.14)

tr(B2) Pζ
Σ = diag{λj} ζij + ζji ∼ N (0, 2) i ̸= j ζij + ζji

i ⩽ j

Exponential  moments  of    from  (4.15)  under    can  be  easily  computed.  We  proceed
assuming    and  using  that    for  ,  and  all    are
mutually independent for  . This implies
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tr(B2) =
1

4

p∑
i,j=1

λi λj (ζij + ζji)
2 d
=
∑
i⩽j

λi λj ζ
2
ij (4.15)

and

Eζ tr(B2) =
∑
i⩽j

λi λj =
p(Σ)

2
,

Eζ exp{−µ tr(B2)} = Eζ exp
(
−µ
∑
i⩽j

λi λj ζ
2
ij

)
= exp

(
−1

2

∑
i⩽j

log(1 + 2µλi λj)

)
.

(4.16)

The latter expression can be evaluated by using (A.3) of Lemma A.2:

Eζ exp{−µ tr(B2)} ⩽ exp
(
−µ
∑
i⩽j

λi λj + µ2
∑
i⩽j

λ2
i λ

2
j

)
= exp

(
−µp(Σ)

2
+

µ2v2(Σ)

4

)
.

This and (4.14) yield

E exp
(
−µα

2
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr

)
⩽ Pζ

(
Ω(α)c

)
+ exp

(
−µp(Σ)

2
+

µ2v2(Σ)

4

)
zand for any   by Markov’s inequality (4.10)

P
(
n∥Σ̂ −Σ∥2Fr < z

)
⩽ eµαz/2Pζ

(
Ω(α)c

)
+ exp

(
µαz

2
− µp(Σ)

2
+

µ2v2(Σ)

4

)
.

µ = 2
√

x/v(Σ) zWith  , we define   by

µα z = µ{p(Σ)− 2v(Σ)
√

x} =
2
√

xp(Σ)

v(Σ)
− 4x (4.17)

yielding

µαz

2
− µp(Σ)

2
+

µ2v2(Σ)

4
=

µ

2

{
p(Σ)− 2v(Σ)

√
x
}
− µp(Σ)

2
+

µ2v2(Σ)

4
= −x

and

P(n∥Σ̂ −Σ∥2Fr < z) ⩽ e−x + eµαz/2Pζ
(
Ω(α)c

)
where

z =

(
1− α

1− α

){
p(Σ)− 2v(Σ)

√
x
}
⩾ p(Σ)− α

1− α
p(Σ)− 2v(Σ)

√
x.

Ω(α)c

∥B∥2 ⩽ ∥B∥2Fr = tr(B2) Γ

For bounding the probability of the set   from (4.13), one can apply the advanced results
from  the  random  matrix  theory.  To  keep  the  proof  self-contained,  we  use  a  simple  bound

. For any matrix  , it holds

Var⟨ζ̄, Γ ⟩ = 1

4
E
( p∑
i,j=1

Γij(ζij + ζji)

)2

= ∥Γ∥2Fr

∥Var(ζ̄)∥ ⩽ 1 ∥Var(B)∥ ⩽ 1 E∥B∥2Fr = p(Σ)/2

∥B∥2Fr x◦

yielding    and  .  Also  by  (4.16)  .  Therefore,  by
Theorem B.1 applied to  , it holds for any  ,

Pζ
(
∥B∥Fr >

√
p(Σ)/2 +

√
2x◦
)
⩽ e−x◦ .

By (4.12) and (4.17), it holds
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x◦
def
= x +

µαz

2
⩽ p(Σ)

√
x

v(Σ)
− x ⩽ p

2(Σ)

4v2(Σ)

and

Pζ
(
∥B∥Fr >

√
p(Σ)

2
+

p(Σ)√
2 v(Σ)

)
⩽ e−x−µαz/2.

Therefore, by definition (4.13) and condition (4.4)

eµαz/2Pζ
(
Ω(α)c

)
⩽ eµαz/2P

(
∥B∥Fr >

α
√
n

2
√
µα

)
⩽ e−x

and the result follows. 

Appendix
 

A. Moments of a Gaussian quadratic form

γ Rp p ⩽ ∞ B⟨
Bγ,γ

⟩Let   be standard normal in   for  . Given a self-adjoint trace operator  , consider a
quadratic form  .

E
⟨
Bγ,γ

⟩
= trBLemma A.1  It holds . Moreover,

E
(⟨
Bγ,γ

⟩
− trB

)2
= 2 trB2,

E
(⟨
Bγ,γ

⟩
− trB

)3
= 8 trB3,

E
(⟨
Bγ,γ

⟩
− trB

)4
= 48 trB4 + 12(trB2)2,

E
(⟨
Bγ,γ

⟩
− trB

)5
= 512 trB5 + 32 trB2 trB3,

and

E
⟨
Bγ,γ

⟩2
= (trB)2 + 2 trB2,

E
⟨
Bγ,γ

⟩3
= (trB)3 + 6 trB trB2 + 8 trB3,

E
⟨
Bγ,γ

⟩4
= (trB)4 + 12(trB)2 trB2 + 32(trB) trB3 + 48 trB4 + 12(trB2)2,

Var
⟨
Bγ,γ

⟩2
= 8(trB)2 trB2 + 32(trB) trB3 + 48 trB4 + 8(trB2)2.

B ⩽ Ip p = trB trBm ⩽ p∥B∥m−1 m ⩾ 1Moreover, if  and , then  for  and

E
⟨
Bγ,γ

⟩2 ⩽ p
2 + 2p∥B∥ ⩽ (p+ ∥B∥)2,

E
⟨
Bγ,γ

⟩3 ⩽ p
3 + 6p2∥B∥+ 8p∥B∥2 ⩽ (p+ 2∥B∥)3,

E
⟨
Bγ,γ

⟩4 ⩽ p
4 + 12p3∥B∥+ 44p2∥B∥2 + 48p∥B∥3 ⩽ (p+ 3∥B∥)4,

E
⟨
Bγ,γ

⟩5 ⩽ p
5 + 20p4∥B∥+ 140p3∥B∥2 + 272p2∥B∥3 + 512p∥B∥4 ⩽ (p+ 4∥B∥)5,

Var
⟨
Bγ,γ

⟩2 ⩽ 8p3 + 40p2∥B∥+ 48p∥B∥2.

Finally,

E(γγ⊤ − Ip)B(γγ⊤ − Ip) = B + tr(B)Ip

yielding

E∥B(γγ⊤ − Ip)∥2Fr = (trB)2 + trB2. (A.1)

γ Rp UγProof   Let   be standard normal in  . The same holds for   for any orthogonal transform

152 Vladimir Spokoiny



U Rp B = U⊤ΛU U Λ⟨
Bγ,γ

⟩
=
⟨
ΛUγ,Uγ

⟩
B B = diag(λ1, λ2, . . . , λp)

  in  .  The  use  of  the  spectral  decomposition    with    orthonormal  and 
diagonal  enables  us  to  represent   and thus,  to  reduce  the  statements  to

the case when   is diagonal:  . Then

ξ
def
=
⟨
Bγ,γ

⟩
− trB =

p∑
j=1

λj(γ
2
j − 1),

γj pm = tr(Bm)where   are i.i.d. standard normal. This easily yields with  ,

Eξ2 =

p∑
j=1

λ2
jE(γ2

j − 1)2 = Eχ2 trB2 = 2p2,

Eξ3 =

p∑
j=1

λ3
jE(γ2

j − 1)3 = Eχ3 trB3 = 8p3,

Eξ4 =

p∑
j=1

λ4
j (γ

2
j − 1)4 +

∑
i ̸=j

λ2
iλ

2
jE(γ2

i − 1)2E(γ2
j − 1)2

=
(
Eχ4 − 3(Eχ2)2

)
trB4 + 3(Eχ2 trB2)2 = 48p4 + 12p2

2,

Eξ5 =

p∑
j=1

λ5
j (γ

2
j − 1)5 +

∑
i ̸=j

λ2
iλ

3
jE(γ2

i − 1)2E(γ2
j − 1)3

=
{
E(γ2 − 1)5 − E(γ2 − 1)2E(γ2 − 1)3

}
trB5 + E(γ2 − 1)2E(γ2 − 1)3 trB2 trB3

= 512p5 + 32p2 p3,

and

E
⟨
Bγ,γ

⟩2
=
(
E
⟨
Bγ,γ

⟩)2
+ Eξ2 = p

2 + 2p2,

E
⟨
Bγ,γ

⟩3
= E(ξ + p)3 = p

3 + Eξ3 + 3p Eξ2 = p
3 + 6p p2 + 8p3,

E
⟨
Bγ,γ

⟩4
= E

(
ξ + p

)4
= p

4 + 6p2Eξ2 + 4pEξ3 + Eξ4

= p
4 + 12p2

p2 + 32pp3 + 48p4 + 12p2
2,

and

Var
⟨
Bγ,γ

⟩2
= E(ξ + p)4 −

(
p
2 + 2p2

)2
= p

4 + 6p2Eξ2 + 4pEξ3 + Eξ4 −
(
p
2 + 2p2

)2
= 8p2

p2 + 32pp3 + 48p4 + 8p2
2.

Also

E
⟨
Bγ,γ

⟩5
= E

(
ξ + p

)5
= p

5 + 10p3Eξ2 + 10p2 Eξ3 + 5pEξ4 + Eξ5

= p
5 + 20p3

p2 + 80p2
p3 + 5p(48p4 + 12p2

2) + 512p5 + 32p2 p3.

∥B∥ = 1 pm ⩽ pAssume   yielding  . Then

E
⟨
Bγ,γ

⟩2 ⩽ p
2 + 2p ⩽ (p+ 1)2,

E
⟨
Bγ,γ

⟩3 ⩽ p
3 + 6p2 + 8p ⩽ (p+ 2)3,

E
⟨
Bγ,γ

⟩4 ⩽ p
4 + 12p3 + 44p2 + 48p ⩽ (p+ 3)4,

E
⟨
Bγ,γ

⟩5 ⩽ p
5 + 20p4 + 140p3 + 272p2 + 512p ⩽ (p+ 4)5.

B = diag(λ1, λ2, . . . , λp)For the last result of the lemma, observe that with  ,
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E∥B1/2(γγ⊤ − Ip)B1/2∥2Fr =
p∑

i,j=1

λiλjE(γiγj − δi,j)
2 =

(
p∑
i=1

λi

)2

+

p∑
i=1

λ2
i

and assertion (A.1) follows.  □
Now we compute the exponential moments of centered and non-centered quadratic forms.

∥B∥ = λ γ ∼ N (0, Ip) µ ∈ (0, λ−1)Lemma A.2  Let  and . Then for any ,

E exp
{µ
2
⟨Bγ,γ⟩

}
= det(Ip − µB)−1/2.

p = trB v2 = trB2Moreover, with  and ,

logE exp
{µ
2

(
⟨Bγ,γ⟩ − p

)}
⩽ µ2v2

4(1− λµ)
. (A.2)

B λj ⩾ 0If  is positive semidefinite, , then

logE exp
{
−µ

2

(
⟨Bγ,γ⟩ − p

)}
⩽ µ2v2

4
. (A.3)

µ λ|µ| < 1For any complex valued  with ,∣∣∣∣logE exp
{µ
2

(
⟨Bγ,γ⟩ − p

)
− µ2 trB2

4

}∣∣∣∣ ⩽ λ|µ|3v2

6(1− λ|µ|)
. (A.4)

λ = 1 λj B |λj | ⩽ 1

B = diag
(
λj
)

⟨Bγ,γ⟩ =
∑p
j=1 λjγ

2
j γj

Proof    W.l.o.g.  assume  .  Let   be  the eigenvalues  of  ,  .  As in  Lemma A.1,
one  can  reduce  the  statement  to  the  case  of  a  diagonal  matrix  .  Then

 and by independence of the   ’s,

E
{µ
2
⟨Bγ,γ⟩

}
=

p∏
j=1

E exp
(µ
2
λjϵ

2
j

)
=

p∏
j=1

1√
1− µλj

= det
(
Ip − µB

)−1/2
.

Below we use the simple bounds:

− log(1− u)− u =

∞∑
k=2

uk

k
⩽ u2

2

∞∑
k=0

uk =
u2

2(1− u)
, u ∈ (0, 1),

− log(1− u) + u =

∞∑
k=2

uk

k
⩽ u2

2
, u ∈ (−1, 0).

µ > 0Now it holds for  ,

logE
{µ
2

(
⟨Bγ,γ⟩ − p

)}
= log det(Ip − µB)−1/2 − µp

2

= − 1

2

p∑
j=1

{
log(1− µλj) + µλj

}
⩽

p∑
j=1

µ2λ2
j

4(1− µλj)
⩽ µ2v2

4(1− µλ)
.

µ |µ|λ < 1Similarly for any complex   with  ,∣∣∣∣logE{µ2 (⟨Bγ,γ⟩ − p

)
− µ2 trB2

4

}∣∣∣∣ = ∣∣∣∣log det(Ip − µB)−1/2 − µp

2
− µ2 trB2

4

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣∣∣
p∑
j=1

{
log(1− µλj)− µλj −

µ2λ2
j

2

}∣∣∣∣∣∣ ⩽
p∑
j=1

|µλj |3

6(1− λ|µ|)
=

|µ|3λv2

6(1− λ|µ|)
.

Statement (A.3) can be proved similarly.  □
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⟨Bγ,γ⟩/2 + ⟨A,γ⟩
A

Now  we  consider  the  case  of  a  non-centered  quadratic  form    for  a  fixed
vector  .

∥B∥ = λ < 1 ALemma A.3  Let . Then for any ,

E exp
{1
2
⟨Bγ,γ⟩+ ⟨A,γ⟩

}
= exp

{∥(Ip −B)−1/2A∥2

2

}
det(Ip −B)−1/2.

µ ∈ (0, 1)Moreover, for any ,

logE exp
{µ
2

(
⟨Bγ,γ⟩ − p

)
+ ⟨A,γ⟩

}
=

∥(Ip − µB)−1/2A∥2

2
+ log det(Ip − µB)−1/2 − µp

⩽ ∥(Ip − µB)−1/2A∥2

2
+

µ2v2

4(1− λµ)
. (A.5)

a = (Ip −B)−1/2A (Ip −B)1/2x = u

Cp = (2π)−p/2
Proof    Denote  .  It  holds  by  change  of  variables    for

,

E exp
{1
2
⟨Bγ,γ⟩+ ⟨A,γ⟩

}
= Cp

∫
exp
{
−1

2
⟨(Ip −B)x,x⟩+ ⟨A,x⟩

}
dx

= Cp det(Ip −B)−1/2

∫
exp
{
−1

2
∥u∥2 + ⟨a,u⟩

}
du = det(Ip −B)−1/2 e∥a∥

2/2.

The last inequality (A.5) follows by (A.2).  □ 

B. Deviation bounds for Gaussian quadratic forms

∥Qξ∥2

ξ ∼ N (0,V2) Q : Rp → Rq p, q ⩽ ∞
The  next  result  explains  the  concentration  effect  of    for  a  centered  Gaussian  vector

  and  a  linear  operator  ,  .  We  use  a  version  from  [8].  For
completeness, we present a simple proof.

ξ ∼ N (0,V2) Rp Q : Rp → Rq

B = QV2Q⊤ Rq p = tr(B) v2 = tr(B2) λ = ∥B∥
x ⩾ 0

Theorem B.1  Let  be a Gaussian element in  and let  be such that
 is a trace operator in . Then with , , and , it holds

for any ,

P
(
∥Qξ∥2 − p > 2v

√
x + 2λx

)
⩽ e−x, (B.1)

P
(
∥Qξ∥2 − p ⩽ −2v

√
x
)
⩽ e−x. (B.2)

It also implies

P
(∣∣∥Qξ∥2 − p

∣∣ > z2(B, x)
)
⩽ 2e−x,

with

z2(B, x) def
= 2v

√
x + 2λx .

∥Qξ∥2 d
= ⟨Bγ,γ⟩ γ ∼ N (0, Iq)

µ > 0

Proof    We  use  the  identity  in  distribution    with  .  Markov’s

inequality yields for any  ,

P
(
⟨Bγ,γ⟩ − p > z2(B, x)

)
⩽ E exp

(µ
2

(
⟨Bγ,γ⟩ − p

)
− µ z2(B, x)

2

)
.

x > 0 µ < 1/λGiven  , fix   by the equation

Probability, Uncertainty and Quantitative Risk 155



µ

1− λµ
=

2
√

x
v

or µ−1 = λ+
v

2
√

x
. (B.3)

By (A.2)

logE
{µ
2

(
⟨Bγ,γ⟩ − p

)}
⩽ µ2v2

4(1− λµ)
. (B.4)

µFor (B.1), it remains to check that the choice   by (B.3) yields

µ2v2

4(1− λµ)
− µ z2(B, x)

2
=

µ2v2

4(1− λµ)
− µ

(
v
√

x + λx
)
= µ

(v
√

x
2

− v
√

x − λx
)
= −x.

−⟨Bγ,γ⟩+ p

µ = 2v−1
√

x
The bound (B.2)  is  obtained similarly  from Markov’s  inequality  applied to   with

. The use of (A.3) yields

P
(
⟨Bγ,γ⟩ − p < −2v

√
x
)
⩽ E exp

{µ
2

(
−⟨Bγ,γ⟩+ p

)
− µ v

√
x
}

⩽ exp
(µ2v2

4
− µ v

√
x
)
= e−x

as required.  □
z > vCorollary B.2  Assume the conditions of Theorem B.1. Then for ,

P
(∣∣∥Qξ∥2 − p

∣∣ ⩾ z
)
⩽ 2 exp

{
− z2(

v +
√

v2 + 2λz
)2} ⩽ 2 exp

(
− z2

4v2 + 4λz

)
. (B.5)

z x 2v
√

x + 2λx = z 2λ
√

x =
√

v2 + 2λz − vProof   Given  , define   by   or  . Then

P
(
∥Qξ∥2 − p ⩾ z

)
⩽ e−x = exp

{
−
(√

v2 + 2λz − v
)2

4λ2

}
= exp

{
− z2(

v +
√

v2 + 2λz
)2}.

This yields (B.5) by direct calculus.  □
z ≫ vOf course, bound (B.5) is sensible only if  ,

B ⩾ 0Corollary B.3  Assume the conditions of Theorem B.1. If also , then

P
(
∥Qξ∥2 ⩾ z2(B, x)

)
⩽ e−x

with

z2(B, x) def
= p+ 2v

√
x + 2λx ⩽

(√
p+

√
2λx

)2
.

Also

P
(
∥Qξ∥2 − p < −2v

√
x
)
⩽ e−x.

v2 ⩽ pλProof   The definition implies   yielding the statement of the corollary.  □

Q = V2 = Ip p < ∞ B = Ip tr(B) = p tr(B2) = p λ(B) = 1

As  a  special  case,  we  present  a  bound  for  the  chi-squared  distribution  corresponding  to
,  . Then  ,  ,   and  .

γ Rp x > 0Corollary B.4  Let  be a standard normal vector in . Then for any ,

[ccl]P
(
∥γ∥2 ⩾ p+ 2

√
p x + 2x

)
⩽ e−x,

P
(
∥γ∥ ⩾ √

p+
√
2x
)
⩽ e−x,

P
(
∥γ∥2 ⩽ p− 2

√
p x
)
⩽ e−x.
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The bound of Theorem B.1 can be represented as a usual deviation bound.

y > 0Theorem B.5  Assume the conditions of Theorem B.1. For , define

x(y) def
=

(
√

y + p−√
p)2

4λ
.

Then

P
(
∥Qξ∥2 ⩾ p+ y

)
⩽ e−x(y), (B.6)

E
{
(∥Qξ∥2 − p) 1I

(
∥Qξ∥2 ⩾ p+ y

)}
⩽ 2
( y + p

λ x(y)

)1/2
e−x(y). (B.7)

µ > 0 ϵ = µλ+ µ
√
λp/x(y) < 1Moreover, let  fulfill . Then

E
{
eµ(∥Qξ∥2−p)/2 1I(∥Qξ∥2 ⩾ p+ y)

}
⩽ 1

1− ϵ
exp{−(1− ϵ)x(y)}. (B.8)

λ λ = 1

η = ∥Qξ∥2 − p

Proof    Normalizing  by    reduces  the  statements  to  the  case  with  .  Define
 and

z(x) = 2
√
p x + 2x. (B.9)

P(η ⩾ z(x)) ⩽ e−xThen by (B.1)  . Inverting the relation (B.9) yields

x(z) =
1

4

(√
z + p−√

p

)2
z = yand (B.6) follows by applying  . Further,

E
{
η 1I(η ⩾ y)

}
=

∫ ∞

y
P(η ⩾ z) dz ⩽

∫ ∞

y
e−x(z) dz =

∫ ∞

x(y)
e−x z′(x) dx.

z′(x) = 2 +
√
p/x xAs   monotonously decreases with  , we derive

E
{
η 1I(η ⩾ y)

}
⩽ z′(x(y))e−x(y) =

1

x′(y)
e−x(y) =

4
√

y + p√
y + p−√

p
e−x(y)

and (B.7) follows.
z(x) µ−1 log z(x) = √

p x + xIn a similar way, define   from the relation   yielding

z(x) = exp
(
µ
√
p x + µ x

)
.

The inverse relation reads

xe(z) =
(√

µ−1 log z + p/4−
√
p/4

)2
.

x(y) = xe(eµy/2) =
(√

y + p−√
p

)2
/4Then with  ,

E
{
eµη/2 1I(η ⩾ y)

}
=

∫ ∞

eµy/2
P(eµη/2 ⩾ z) dz =

∫ ∞

eµy/2
P(η ⩾ 2µ−1 log z) dz

⩽
∫ ∞

eµy/2
e−xe(z) dz =

∫ ∞

x(y)
e−x z′(x) dx.

µ+ 0.5µ
√
p/x < µ+ µ

√
p/x(y) = ϵ < 1 x ⩾ x(y)Further, in view of   for  , it holds

z′(x) =
(
µ+ 0.5µ

√
p/x

)
exp
(
µ
√
p x + µ x

)
⩽ exp

(
µ x
√
p/x(y) + µ x

)
= exp(ϵ x)
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and

E
{
eµη/2 1I(η ⩾ y)

}
⩽
∫ ∞

x(y)
e−(1−ϵ)x dx =

1

1− ϵ
e−(1−ϵ)x(y)

and (B.8) follows.  □
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