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摘    要：针对无平移发动机月球探测器的多约束盘旋飞跃问题，给出了燃耗最优轨迹。盘旋飞跃划分为垂直上升段、

平移段、垂直下降段，垂直上升段与垂直下降段的最优控制均为Bang-Bang形式。研究平移段最优轨迹时，考虑位置、速

度、角速度等约束，首次把优化问题的控制变量由推力转化为角速度，然后基于Pontryagin极小值原理得到了最优角速度的

初步形式，接着通过对奇异点连续性、控制变量切换次数的研究，得到最优角速度的最终形式由最大边值与最小边值组成

且发生两次切换，最后提供了一种求解切换点的数值方法。仿真结果表明，该算法精度高、复杂度低，适用于在线轨迹优化。
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引　言

飞跃器可以完成诸多深空探测任务：放置科学载

荷到预定的月球表面，作为信号站点构建国际月球网

络、建立月球基地，测绘月球表面以生成精确地图，

寻找有利资源等。另外月球飞跃器还能用于验证着陆

技术、姿态确定技术、能源生成与存储技术、敏感器

技术、材料技术、通信技术，为行星、卫星、小行

星、彗星等天体探测提供有力的技术验证。中国未来

发射的“嫦娥七号”飞跃器，具备月面多次飞跃能力，

融合了着陆、巡视、上升等诸多技术，既可以短航程

飞跃障碍物，又可以长航程飞入陨石坑底部的永久阴

影区，获取水冰是否存在的证据并采样飞出陨石坑。

飞跃兼行走的功能要求导致飞跃器系统配置复

杂，而多次飞跃的任务需求则对系统体积、重量、功

耗、可靠性等方面均提出了十分严苛的指标要求，因

此飞跃器一般不再额外配置平移发动机，而是通过偏

转姿态实现水平机动，同时轨迹规划需要重点考虑推

进剂消耗。对于长航程的飞跃任务，为了节约推进

剂，一般采用弹道飞跃轨迹：先加速上升同时完成转

弯，到达一定高度后转无动力滑行，下降过程一边动

力减速一边调整姿态至竖直向上，最终完成软着陆。

对于短航程的飞跃任务，一般采用由垂直上升段、平

移段、垂直下降段等3个阶段组成的盘旋飞跃轨迹[1]，

原因如下：短航程飞跃任务中最优盘旋飞跃与最优弹

道飞跃两者的推进剂消耗没有明显差异，然而前者上

升段与下降段没有转弯，飞行过程更加安全；前者平

移段保持固定高度，有利于采集地形数据、保证通信

链路畅通；另外，盘旋飞跃发动机全程开机，轨迹跟

踪、应急处理等能力也更强。

文献[2-6]分别介绍了“嫦娥三号”“嫦娥四号”“嫦娥

五号”“天问一号”、“牵牛星号”（Altair）的着陆与上

升轨迹生成方法，如果应用于月球陨石坑飞跃探测任

务，这些方法还需要进行适应性修改[7]。目前关于天体

表面飞跃轨迹优化的研究多为弹道轨迹：文献[8]针对

探测器在小天体表面的弹跳式运动特点，基于凸优化

提出一种轨迹生成方法；文献[9]把弹道轨迹优化问题

转换为非线性规划问题，利用SNOPT解算器对非线性

规划问题进行求解；文献[10]对月球表面长航程弹道

式飞跃轨迹进行优化设计，采用凸优化算法得到了优

化轨迹。

基于上述原因，有必要对短航程盘旋飞跃轨迹进

行深入研究，以达到节约推进剂、完成更多探测任

务、采集更多样品的目的。由于垂直上升段与垂直下
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降段的初末速度均为零，不需要调整姿态，众所周知

其最优轨迹均为Bang-Bang形式[11]；平移段初末速度也

为零，需要调整俯仰姿态以产生水平速度，另外为了

保证敏感器正常使用，还需要考虑飞行过程的角速度

约束。本文针无平移发动机月球探测器的平移段最小

燃耗问题，从Pontryagin极小值原理出发，寻找满足多

种约束的最优轨迹。 

1    问题描述

以目标着陆点为原点，在射向平面内建立二维平

动方程 

ẋ = vx

ż = vz

v̇x = Fcosθ/m−g

v̇z = −Fsinθ/m
ṁ = −F/Isp

(1)

x z vx vz

θ

m F
Isp

g

其中： 、 分别为高程与航程； 、 分别为天向速

度与航向速度；俯仰角 定义为探测器纵轴与天向夹角

（头超后为正）； 为探测器质量；控制变量 为主

发动机推力大小（可实时调整）； 为主发动机比冲；

为月球引力加速度常数。各物理量含义如图1所示。
  

目标着陆点

−θ

vz

F

mg

z

 
图 1    平移示意图

Fig. 1    Diagram of Hover
 

平移过程推力的垂向分量平衡重力，垂向速度恒

定为零，垂向位置恒定为常数，因此可以忽略垂向运

动方程；考虑垂向力平衡关系后，水平动力学方程中

可用重力代替发动机推力；另外，为了便于考虑角速

度约束，还需要引入俯仰姿态运动方程。更改后的动

力学方程为 

ż = vz

v̇z = −g tanθ

ṁ = − mg
Isp cosθ

θ̇ = ωy

(2)

ωy ωy其中， 为俯仰角速度，本文选取 为新的待优化控

制变量。

根据任务要求与平移轨迹特点，状态变量的边界

条件为 
z(0) = −L, z(t f ) = 0
vz(0) = 0, vz(t f ) = 0
m(0) = m0

θ(0) = 0, θ(t f ) = 0

(3)

L m0 t f

L > 0
其中， 、 、 分别为平移段的初始水平距离、初

始质量、结束时刻。不失一般性，令 。

考虑质量约束与垂向力平衡关系，平移过程中的

状态约束为 
m ⩾ mdry

|θ| ⩽ cos−1

(
mg

Fmax

) (4)

mdry Fmax其中： 为飞跃器干重； 为主发动机最大推力。

平移过程中的控制量约束为

|ωy| ⩽ ωmax (5)

ωmax其中， 为角速度范围的边界。

平移轨迹的优化目标为

min
|ωy |⩽ωmax

−m
(
t f
)

(6)

至此，优化目标、优化参数、约束条件均设计完

毕，平移轨迹设计问题转化为一般的优化问题，其数

学描述如下 

min
ωy

−m
(
t f
)

s.t.



ż = vz

v̇z = −g tanθ

ṁ = − mg
Isp cosθ

θ̇ = ωy

z(0) = −L

vz(0) = 0
m(0) = m0

θ(0) = 0
z(t f ) = 0
vz(t f ) = 0
θ(t f ) = 0
m ⩾ mdry

|θ| ⩽ cos−1

(
mg
Fmax

)
|ωy| ⩽ ωmax

(7)
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2    最优轨迹
 

2.1    最优解形式

为了便于进一步处理，做如下假设：

1）推进剂足够多，质量约束自然满足；

2）航程足够小且发动机推力足够大，姿态角约束

自然满足。

即假设式（4）自然满足。优化问题（7）的哈密

尔顿函数为

H = λ1v−λ2g tanθ−λ3
mg

Isp cosθ
+λ4ωy (8)

其中：λ1、λ2、λ3、λ4为协态变量。根据Pontryagin极
小值原理得到最优控制量

ωy =

ωmax, λ4 < 0
−ωmax, λ4 > 0

(9)

λ4 = 0 ωy λ4 = 0当 时， 取值不定。因此 的点称为奇

异点。 

2.2    奇异点连续性

优化问题（7）的正则方程为

λ̇1 = 0
λ̇2 = −λ1

λ̇3 =
g

Isp cosθ
λ3

λ̇4 =
g

(cosθ)2 λ2+
mgsinθ

Isp(cosθ)2 λ3

(10)

协态变量的边界条件为

λ3
(
t f
)
= −1 (11)

由式（10）可知
λ1 (t) = k1

λ2 (t) = −k1t+ k2

λ3 (t) = k3 exp

 tw
0

g
Isp cosθ (τ)

dτ


(12)

k1 k2 k3式中： 、 、 为常数。

由假设2）可知

cosθ ⩾
mg
Fmax

> 0 (13)

由式（11）、（12）、（13）可知

k3 < 0, −1 ⩽ λ3 (t) < 0 (14)

[t′, t′′]假设在某一连续区间 上满足

λ4 ≡ 0, λ̇4 ≡ 0 (15)

[t′, t′′]结合式（10），可知在区间 上满足

g
(cosθ)2 λ2+

mgsinθ
Isp(cosθ)2 λ3 ≡ 0 (16)

H ≡ 0

另外，由于末端时间自由问题的最优解满足

，即

λ1v−λ2g tanθ−λ3
mg

Isp cosθ
+λ4ωy ≡ 0 (17)

[t′, t′′]在区间 上对式（17）两边求导，得

λ̇1v+λ1v̇− λ̇2g tanθ−λ2g
1

(cosθ)2ωy−

λ̇3
mg

Isp cosθ
−λ3

mgsinθ
Isp(cosθ)2ωy ≡ 0 (18)

[t′, t′′] λ4 ≡ 0上式用到在区间 上 。化简式（18）得

−
(

g
(cosθ)2 λ2+

mgsinθ
Isp(cosθ)2 λ3

)
ωy−λ3

mg2

I2
sp(cosθ)2 ≡ 0 (19)

由式（16）、（19）得

λ3
mg2

I2
sp(cosθ)2 ≡ 0 (20)

与

λ3 (t) < 0, m > 0, cosθ > 0 (21)

λ4 = 0矛盾。因此 仅可能在有限孤立点成立。 

2.3    控制量符号切换次数

ωy

ωmax −ωmax

结合2.1节与2.2节，可知平移段最优控制量 只能

取边界值 或 。本节研究最优控制量的符号切

换次数。

vz (0) = 0, θ (0) = 0

θ(t f ) = 0

vz(t f ) = 0

t1 θ(0) = 0，θ(t f ) = 0 t1 = t f /2 θ

v̇z v̇z , 0 vz(0) = 0

vz(t f ) = 0

对于 的零初始条件，如不发生

控制量切换，则无法满足终端约束条件 ，

；如果仅发生1次控制量切换，假设切换时间

为 ，由于 ，故 ，由于 未

变号，因此 也未变号，且 ，这与 ，

矛盾。因此仅0次或1次切换均不是零初始条

件的可行解。

由式（10）与式（12）可得

λ̇4 =
g

(cosθ)2

(
−k1t+ k2+

msinθ
Isp
λ3

)
=

g
(cosθ)2 (l2− l1)

(22)

l1 = k1t− k2 l2 =
msinθ

Isp
λ3式中： 、 。

λ̇4 l1 l2的符号由直线 与曲线 的相交情况决定。由式

（2）、（10）得

d (mλ3)/dt = 0 (23)
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即 
mλ3 = m0λ3 (0) = k5 < 0

l2 =
k5

Isp
sinθ

(24)

k5 l2式中： 为常数。对 求导得

l̇2 =
k5

Isp
ωy cosθ (25)

t1 0 < t1 <

t f 0 < t < t1

由前文分析可知：如果原问题存在最优解，则至

少发生两次切换，假设第一次切换发生在 (
)时刻，则在 内满足

ωy (t) = −ωmax

λ4 (t) > 0

− cos−1

(
mg
Fmax

)
< θ (t) < 0

l2 (t) > 0

l̇2 (t) > 0

(26)

k1 k2下面根据 、 的符号来分析最优控制量切换

情况。

k1 < 0 k2 < 01） ，

l1(0) > l2(0) = 0 l̇1(t) < 0 < l̇2(t)

l1 l2 t′1

平移初期，由于 、 ，

假设不发生控制量切换情况下 与 在 时刻相交，则

相交前

λ̇4 (t) < 0, l1 (t) > l2 (t) , t < t′1 (27)

因此控制量第一次切换时刻满足

t1 ⩽ t′1, λ4 (t1) = 0 (28)

t1 > t′1 λ4
(
t′1
)
> 0 t > t′1 λ̇4 (t) > 0

λ4 (t) > 0

t1 ⩽ t′1

否则若 ，则 ，而 时 ，从而

全程满足 ，将不会发生控制量切换，不能满

足终端约束。因此这种情况下只能 。

l1 l2

t > t1 λ̇4 < 0 λ4 < 0

t2 t1 < t < t2 l1 l2

λ̇4 > 0 λ4(t2) < 0

t1 < t < t2 l1 l2 t′2

控制量第一次切换后， 与 必然相交。否则若

不相交，则当 以后，一直保持 与 ，不

会发生控制量第二次切换，由前文分析可知，控制量

只切换一次不能满足终端约束。令第二次控制量切换

时刻为 ，则在 内， 与 可能多次相交，且

最后一次相交之后必然 ，否则 。令

内， 与 最后一次相交时刻为 ，则λ4 (t) < 0, ωy (t) = ωmax, t1 < t < t2

λ̇4 (t) > 0, l1(t) < l2(t), t′2 < t < t2
(29)

因此控制量第二次切换时刻满足

λ4 (t2) = 0, λ̇4 (t2) > 0, l1(t2) < l2(t2), t′2 ⩽ t2 < t f (30)

控制量第二次切换后λ4 (t) > 0, ωy (t) = −ωmax, t2 < t < t f

l̇2 (t) > 0, l̇1 (t) < 0, λ̇4 (t) = l̇2 (t)− l̇1 (t) > 0
(31)

λ̇4 > 0 λ4 > 0之后一直保持 与 。

因此这种情况下发生两次控制量切换。

k1 < 0 k2 ⩾ 02） ，

l1 (t) ⩽ 0 l2 (t) ⩾ 0 −cos−1 ·(
mg
Fmax

)
< θ (t) < 0 λ̇4 (t) ⩾ 0 λ4 (0) > 0

λ4 (t) > 0

这种情况下， ， （因为

）， 。由于 ，因此

，将不会发生控制量切换，无法满足终端约束。

k1 > 03）
l1 l2

l1 l2

t′1 t′1 = 0 t′1 < t < t1

λ̇4 (t) < 0 l̇1(t) > l̇2(t) λ4(t1) , 0

0 < t < t1 λ4(t) > 0

控制量第一次切换前， 与 可能多次相交，也可

能不相交。令控制量第一次切换前 与 最后一次相交

时刻为 （若未曾相交，则 ），则在

内， （即 ），否则 （因为

在 内， ）。

l̇2(t) < 0 l̇1(t) > 0

λ̇4 (t) < 0 λ4(t) < 0

控制量第一次切换后， ，而 ，因

此 ， 。这种情况下，不会发生控制量

第二次切换，由前文分析可知，控制量只切换一次不

能满足终端约束。

k1 = 0 k2 < 04） ，

l1 l2

t′1 t′1 < t < t1 λ̇4 (t) > 0 λ4(t1) = 0

0 < t < t1 λ4(t) > 0

l1 l2 0 < t < t1 λ̇4 (t) <

0 λ4(t) > 0

在控制量第一次切换前，如果 与 相交，令相交

时刻为 ，则在 内， ，与 矛

盾（因为在 内， ）。因此，在控制量

第一次切换前， 与 不相交，即在 内：

， 。

l̇2(t) < 0 l̇1(t) = 0

λ̇4 (t) < 0 λ4(t) < 0

控制量第一次切换后， ，而 ，因

此 ， 。这种情况下，不会发生控制量

第二次切换，由前文分析可知，控制量只切换一次不

能满足终端约束。

k1 = 0 k2 ⩾ 05） ，

l1 (t) ⩽ 0 l2 (t) ⩾ 0 −cos−1·(
mg
Fmax

)
< θ (t) < 0 λ̇4 (t) ⩾ 0 λ4 (0) > 0

λ4 (t) > 0

这种情况下， ， （因为

）， 。由于 ，因此

，将不会发生控制量切换，无法满足终端

约束。

k1 < 0 k2 < 0综上所述，只有第一种情况（ ， ）能

够满足终端约束，而且最优控制量只能切换两次。 

3    数值求解方法

上文已经证明平移段最优角速度只能取最大边值

或最小边值，且发生两次符号切换。本节通过数值方

法寻找切换时刻，从而得到原问题的最终解。

显然在初始轨迹与终端轨迹上，角速度取值为
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ωy = −ωmax (32)

在过渡轨迹上，角速度取值为

ωy = ωmax (33)

t1 t2 t3

t21 t22 t2− t1 = t21+ t22

如图2、图3所示，设初始轨迹、过渡轨迹、终端

轨迹的结束时刻分别为 、 、 ，过渡轨迹俯仰角小

于零与大于零的飞行时间分别为 、 ( )，
则根据俯仰角与角速度关系得t21 = t1

t22 = t3− t2
(34)

由于初始速度与终端速度都为零，结合动力学方

程（2）得

t21w
0

tan(ωmaxt)dt =
t22w
0

tan(ωmaxt)dt (35)

t1 = t21 = t22 = t3− t2即 。
 
 

t
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ω
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图 2    最优角速度示意图

Fig. 2    Diagram of optimal angle rate
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图 3    最优姿态角示意图

Fig. 3    Diagram of optimal attitude angle
 

t1平移段推进剂最优问题转化为：寻找 ，使得终

端位置为零。该问题可以通过黄金分割法进行一维数

值搜索求解。 

4    算　例

Isp = 2 951.5 m0 = 348.9
L = 20 Fmax = 1 710 ωmax = 3

以月球南极陨石坑飞跃探测任务的某飞跃器为例，

各参数取值为：  Ns/kg、  kg、
 m、  N、 °/s。

t1 = 4.884 7 s采用本文方法解得 ，在普通计算机

Windows XP系统中用Matlab仿真，规划算法平均耗时

0.16 s，能满足在线规划要求。最优角速度如图4所
示，对应的各状态量见图5～9。图8表明推进剂消耗

3.8 kg，远小于携带的推进剂总质量150 kg，因此式

（4）中第一式成立；图9表明最优轨迹用到的最大推

力为582.6 N，远小于实际推力器能够提供的最大推

力，因此式（4）中第二式成立。上述分析同时也表明

2.1节的假设1）、2）均成立。
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图 4    最优角速度剖面

Fig. 4    Profile of optimal angle rate
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图 5    最优轨迹俯仰角曲线

Fig. 5    Curve of pitch angle along optimal trajectory
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图 6    最优轨迹航程曲线

Fig. 6    Curve of downrange along optimal trajectory
 

λ3 k5 −1 ⩽ λ3 (t) < 0 k5 < 0

协态变量及相关参数见图10～12。图10验证了

、 符合式(14)中 与式(24)中 ，
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k1 k2 λ4 λ̇4

l1 l2

k1 < 0 k2 < 0

图11验证了 、 的符号以及 与 符号变化符合

2.3节的分析，图12验证了 与 大小关系符合2.3节
（ ， 情况下）的分析。 

5    结　论

针对无平移发动机月球探测器的多约束盘旋飞跃

问题，本文选取角速度为控制变量，基于Pontryagin极
小值原理，通过对奇异点连续性的研究，证明了燃耗
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图 7    最优轨迹速度曲线

Fig. 7    Curve of velocity along optimal trajectory
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图 8    最优轨迹质量曲线

Fig. 8    Curve of mass along optimal trajectory
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图 9    最优轨迹推力曲线

Fig. 9    Curve of thrust along optimal trajectory
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λ3Fig. 10    Curve of 
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λ4 λ̇4图 11    与 曲线

λ4 λ̇4Fig. 11    Curves of  and 
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l1 l2图 12    与 曲线

l1 l2Fig. 12    Curves of  and 
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最优轨迹的角速度为Bang-Bang形式。对控制量切换次

数的进一步研究表明最优轨迹发生2次角速度切换。在

此基础之上，开发了一种耗时0.16 s的黄金分割数值求

解方法，按照这种方法设计的最优轨迹，可以保证满

足位置、速度、角速度等多种约束条件，仿真算例验

证了该方法的有效性。

该方法为月面短航程飞跃探测任务提供了一种可

行的轨迹在线生成方法，具有很好的工程参考价值。

后续有待设计强鲁棒的制导律，以实现大干扰情况下

仍能跟踪生成的最优轨迹。
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Trajectory Optimization for Lunar Hover Hop with Multi Constraints

CHEN Shangshang1,2
，GUAN Yifeng1,2

，HUANG Xiangyu1,2

（1. Beijing Institute of Control Engineering, Beijing 100094, China；

2. National Key Laboratory Science and Technology on Space Intelligent Control, Beijing 100094, China）

Abstract：The multi-constrained trajectory of minimal fuel consumption was achieved in this paper for the lunar hover hop

without lateral thrusters. The hover hop was divided to 3 phases: the vertical rise, the horizontal traverse and the vertical descent. The

optimal control of the vertical rise and the vertical descent was bang-bang function. For the first time the control variable of the

horizontal traverse was converted from thrust to angle rate, with position, velocity and angle rate considered. The preliminary form of

the optimal angle rate for the horizontal traverse was developed by application of the Pontryagin’s minimum principle. With further

study on the continuity of the singular point and the number of switching times of the control variable, it was confirmed that the

optimal angle rate program consisted of either the maximum or the minimum and there were 2 switchings. A numerical approach to

searching the switching points was presented. Simulation results show that the approach with high accuracy and low complexity can

potentially be implemented onboard for trajectory optimization.

Keywords：multi constrained；hover hop；Pontryagin’s minimum principle；trajectory optimization

Highlights：
●　The multi-constrained trajectory of minimal fuel consumption is realized this paper for the lunar hover hop without lateral
thrusters.
●　The optimal angle rate program consists of either the maximum or the minimum and there are 2 switchings.
●　A numerical approach to searching the switching points is presented.

[责任编辑：高莎，英文审校：宋利辉]
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