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摘    要：针对地月圆型限制性三体模型下的多脉冲轨道转移问题，基于离散轨道数据提出了一种分层重构建模方法和

双层优化求解算法。通过将最小脉冲问题分层重构，建模为双层优化问题，并给出双层优化求解算法实现了转移轨道设

计：上层优化问题考虑了离散轨道数据约束，算法采用智能算法使其具有普适性和计算效率；下层优化问题则在始末状态

约束、时间约束、脉冲约束和脉冲点约束等多种约束下仅优化脉冲序列，避免了对初始值的敏感性，算法通过序列二次规

划方法可得到局部最优解。通过多种场景下的仿真验证，可得所提出的双层优化建模框架和求解算法适用于不同类型的轨

道转移，实现了多脉冲的能量最优转移，通过对比仿真对于地月三体系统下特殊轨道之间的转移轨道设计具有重要

意义。
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引　言

近年来，不同太空机构使用多种类型的航天器重

新访问了月球，各航天强国均提出更富挑战性的探月

计划[1-4]。不管是针对月球的长期探测和建设月球空间

站等在轨任务，还是针对载人登月和建造月球基地等

着陆任务，借助地月空间内的多种特殊轨道从而以更

低的成本完成任务成为关键问题，而其中设计各个特

殊轨道之间的转移轨道更是所有任务的重要基础[5-6]。

目前，地月空间内的局部周期轨道得到了广泛关

注。考虑到轨道能量与稳定性，研究对象主要以绕月

的大幅值逆行轨道（Distant Retrograde Orbit，DRO）

和绕平动点的Lissajous轨道、Halo轨道族以及其中较

为特殊的近直线晕轨道（Near-Rectilinear Halo Orbit，
NRHO）为主[7-8]。

各学者根据不同轨道的不同特性设计了多种脉冲

转移轨道的建模和计算方法：孙俞等[9]针对平动点轨道

间两脉冲转移问题设计了三体Lambert求解算法、潘迅

等[10]基于主矢量理论提出一种快速计算双脉冲转移轨

道的方法、Tan等[11]利用周期轨道研究了低能量双脉冲

转移问题、 Zimovan-Spreen等[12]对NRHO和DRO进行

了动力学分析并根据流形设计了转移轨道、曾豪等[13]

采用配点法与局部优化算法构造出满足近月点约束的

环月轨道与平动点轨道之间燃料最优往返转移、Oshima[14]

以平面李雅普诺夫轨道的垂直稳定流形为基础设计了

NRHO与DRO之间的转移轨道，也有学者提出采用深

度强化学习如PPO、MCTS等普适方法设计地月空间转

移轨道[15-16]。

从研究对象看，已有研究主要集中于地月停泊轨

道与特殊轨道之间的转移，而对于特殊轨道之间的转

移问题研究较少；从优化问题模型看，对于两脉冲转

移，大多建模为三体模型下的两点边值问题[17-19]，多脉

冲转移常考虑脉冲点位置等特殊约束并建模为非线性

优化问题[11,20]；从求解算法看，一般采用数值迭代方法

或成熟的非线性求解器进行求解[20]，但解的收敛性和

最优性对初值依赖度较高，求解难度较大，一般会采

用智能算法（如粒子群算法、遗传算法、差分进化算

法等[21-22]）或根据起始和目标轨道特性[13,20]进行初值的

简单搜索，普适性较低。

基于以上问题，本文以地月空间中特殊轨道之间
 

收稿日期：2023-06-20    修回日期：2023-09-15

基金项目：中央高校基本科研业务费专项资金（2022FRFK01001）

第 10 卷 第 5 期 深  空  探  测  学  报（中英文） Vol. 10    No. 5
2023 年 10 月 Journal of Deep Space Exploration October    2023

https://doi.org/10.15982/j.issn.2096-9287.2023.20230094
https://doi.org/10.15982/j.issn.2096-9287.2023.20230094
https://doi.org/10.15982/j.issn.2096-9287.2023.20230094


转移为研究对象，引入离散轨道数据作为转移轨道的

起点和终点约束，提高对不同轨道的适应能力，并将

最小脉冲转移问题进行拆分重构，转化为双层优化问

题，降低问题求解难度，同时兼顾全局最优性和计算

效率，在双层优化模型的基础上提出了双层优化求解

算法，避免了初值敏感问题，实现了多种类型轨道间

的最小脉冲转移轨道设计。 

1    圆形限制性三体问题模型
 

1.1    动力学模型
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圆型限制性三体问题（C i r c u l a r  R e s t r i c t e d
ThreeBody Problem，CRTBP）是对实际三体问题的一

种理想近似，是研究三体轨道动力学行为的基础。在

CRTBP下，可定义会合坐标系 ，其坐标原点在

三体系统的质心 上， 轴由系统质心 指向第二主天

体的质心， 坐标面即两个主天体相对运动平面，

轴与 、 轴构成右手坐标系，如图1所示。
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图 1    圆型限制性三体动力学模型

Fig. 1    Circular restricted three-body dynamic model
 

在三体会合坐标系中，航天器的动力学模型可描

述为[9] 
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其中： 表示航天器在三体会合坐标系中的位

置； 表示两主天体的质量比参数； 、 分别表示航

天器到两主天体的距离。

另外在CRTBP模型下，存在雅可比常数可表征三

体系下航天器所在轨道的能量
C = 2Ω(x,y,z,µ)− (ẋ2+ ẏ2+ ż2)

Ω =
1
2

(x2+ y2+ z2)+
1−µ

r1
+
µ

r2

(2)

 

1.2    CRTBP下特殊轨道

圆型限制性三体问题动力学模型具有5个平衡点，

也称为平动点。围绕平动点与主天体也存在着很多特

殊的周期解，构成了三体模型中特殊的周期轨道和拟

周期轨道。主要包含绕平动点的周期轨道如Halo、

Lissajous轨道和绕天体的周期轨道如大幅值逆行轨道

等，根据不同要求，往往可得到同类型的一族轨道。

图2中绘出了典型的局部周期轨道族（Halo、Lissajous、

DRO），一般对会合坐标系下速度、距离等进行归一
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图 2    地月三体系统下的局部周期轨道示意图

Fig. 2    Local periodic orbit under Earth-Moon CRTBP

482 深空探测学报（中英文） 2023年



1 LEM = 384 400 km

化处理，以下仿真图中距离的单位取为归一化单位，

即 。

Halo轨道族及其特殊的一类近直线晕轨道在未来

具有较为突出的应用价值，对月球探测以及月球南北

极着陆具有重要意义。而大幅值逆行周期轨道DRO具

有较高的稳定性，因此适宜于月球空间站或探测器的

长期在轨任务需求[19]。

此外不变流形也是基于CRTBP模型的主要理论之

一。在CRTBP模型下，存在稳定流形流入平动点轨

道，还存在受扰动后流出平动点轨道的不稳定流形。

对于与其它特殊轨道相接的不变流形可设计低能转移

轨道，对于不与目标轨道相接的流形，也可通过较小

的速度脉冲实现轨道转移[23-24]。Halo轨道的稳定流形与

不稳定流形示意图如图3所示。
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图 3    Halo轨道的稳定流形与不稳定流形

Fig. 3    Stable and unstable manifolds of Halo orbits
 

然而即使CRTBP是三体问题的简化模型，其动力

学模型仍较为复杂。对于前文提及的特殊周期轨道以

及不变流形，难以给出精确的解析解。目前主流的求

解方式仍是在近似解析解的基础上通过微分修正或多

点打靶等方法进行积分修正，进而得到较为精确的数

值解，并一般以一定时间步长离散的轨道数据形式

给出。 

2    最小脉冲转移问题建模

地月系统下特殊轨道的最小脉冲转移问题可定义

为：在多次脉冲消耗总燃料或总能量最小的情况下，

实现起始轨道到目标轨道的转移。本文讨论最一般的

情况：转移轨道起点与终点不固定、转移时间不固

定、起始轨道与目标轨道类型不固定。考虑理想假

设：在脉冲时刻，航天器在地月三体系统空间中的位

置连续、速度产生突变。

为了尽可能地保证轨道的精确，本文在进行转移

轨道的设计时，将起始轨道与目标轨道以离散数据构

成的数据表的形式给出，从而约束转移轨道起点与终

点的位置与速度。这种方法不仅保证了起点与终点的

精度，同时也极大拓展了算法的普适性。起始与目标

轨道不仅可以是特定类型的某一条轨道、某一类型的

轨道族，同时也适用于借助不变流形的转移轨道设

计，即不稳定流形作为起始轨道或稳定流形作为目标

轨道。

n+1

t = [t0, t1, t2, · · · , tn]1×(n+1)

∆v = [∆v0,∆v1,∆v2, · · · ,∆vn]3×(n+1)

考虑最一般的 次脉冲情况，脉冲时刻分别为

，分别对应着速度改变量为

。可定义指标为燃料

最优或能量最优[25]

J1 =

n+1∑
i=0

∥∆vi∥2或 J2 =

n+1∑
i=0

∥∆vi∥22 (3)

约束条件主要包括动力学约束、始末状态约束、

脉冲约束、脉冲点约束以及转移时间约束等。

1）动力学约束

对圆型限制性三体问题下的动力学方程式（1）进

行变换，可写为

Ẋ = f (X) = AX+B

X = [x,y,z, ẋ, ẏ, ż]T其中， ，

A =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 2 0
0 1 0 −2 0 0
0 0 0 0 0 0


,

B =



0
0
0

(µ−1)(x+µ)
r3

1

− µ(x−1+µ)
r3

2
(µ−1)y

r3
1

− µy
r3

2
(µ−1)z

r3
1

− µz
r3

2


。

定义各个脉冲时刻对应的航天器状态为

X0,X1,X2, · · · ,Xn

−、+ X−i
i X+i

i

并分别用上标 表示脉冲前后状态，即 为

第 个脉冲时刻未施加脉冲前的航天器状态， 为第

个脉冲时刻施加脉冲后的航天器状态。

在没有脉冲作用时，航天器应始终满足动力学方

程，可表示为积分形式
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X−i =
w ti+1

ti

f (X)dt (4)

2）始末状态约束

始末状态约束要求转移轨道的起点位于起始轨道

上、终点位于目标轨道上。由前文提出本文起始轨道

与目标轨道基于离散轨道数据构成的数据表给出，可

分别定义起点可行数集与终点可行数集Xc = {Xc1,Xc2, · · · ,Xc j, · · · ,Xcp}
Xt = {Xt1,Xt2, · · · ,Xtl, · · · ,Xtq}

p q Xc j Xtl其中： 、 为轨道数据的离散点数目； 与 分别

对应离散的轨道数据，且每点应包含时刻、位置与速

度，共7维，即Xc j = [tc j, xc j,yc j,zc j, ẋc j, ẏc j, żc j]
Xtl = [ttl, xtl,ytl,ztl, ẋtl, ẏtl, żtl]

X0 Xn转移轨道起点和轨道终点为 和 ，即第一次脉

冲时刻以及最后一次脉冲时刻对应的航天器状态。始

末状态约束即要求航天器在起始时刻未施加脉冲时的

状态是起始轨道数据中的一点，且在终端时刻施加脉

冲后的状态是目标轨道数据中的一点，则约束可表

述为

X−0 ∈ Xc，X+n ∈ Xt (5)

3）其它约束

对于各个脉冲时刻要求位置连续，脉冲前后可表

示为

X+i = X−i + [0,0,0,∆vi]T (6)

此外还可能对脉冲点存在其它限制，如要求脉冲

点的位置等。可统一写为如下形式

G(Xi)⇐ 0 (7)

考虑脉冲上限，可表示为如下约束

∥∆vi∥2⇐ ∆vmax (8)

考虑转移时间上限，同时时间序列应为递增顺

序，可表示为如下约束tn⇐ tmax

ti < ti+1
(9)

综上，可建立最小脉冲转移问题如问题1所示。

问题1：Min（3）
S.t.（4）、（5）、（6）、（7）、（8）、（9）

(10)
 

3    脉冲转移问题重构与算法设计

n+1 t 3(n+1)

∆v X−0 X+n

所建问题1是典型的非线性优化问题，优化变量包

含 维的脉冲时间序列 、 维的脉冲序列

以及共12维的起点状态 与终点状态 ，约束条

件和优化指标均为非线性。对于一般的非线性优化问

题迭代解法，往往需要对设计迭代初值，且容易陷入

局部最优；而通过智能算法的求解，当优化变量维数

较高时收敛性和计算效率都明显下降。因此提出对优

化变量进行拆分建模，将原问题重构为双层优化问

题，分两层进行优化的算法框架。 

3.1    双层优化问题建模

将所有优化变量拆分为两部分：起点与终点的状

态、脉冲时间序列为上层变量，脉冲序列为下层变

量。相应的，问题1的约束条件也可拆分为两部分，从

而重构为双层优化问题如问题2所示。

问题2：

Min（3）
S.t.（5）、（9）
X−0 , X+n , t ↓↑ J, ∆v
Min（3）
S.t.（4）、（6）、（7）、（8）

(11)

双层优化实质上是将最小脉冲转移问题拆分为两

步进行：第一步在起始轨道和目标轨道上选点，并给

出这两点之间的脉冲时间序列；第二步建立最优控制

问题模型，在确定起点和终点以及转移时间的情况下

仅优化控制量即优化脉冲序列，优化指标为燃料最优

或能量最优。上层问题求解方法选用具有自治能力的

粒子群算法（Adapt ive  Gene t i c  Par t i c l e  Swarm
Optimization，AGPSO）的智能算法，下层问题求解方

法选用序列二次规划算法（Sequent ia l  Quadrat ic
Programming，SQP）。 

3.2    上层优化问题求解算法设计

由于行数/列数与此行/列的数据存在固定的映射关

系，不同行/列的映射关系并不相同，每个行数/列数与

其对应的数据均可描述为某个特定的未知函数

Xc j = Fc j( j), Xtl = Ftl(l) (12)

对于解析的迭代方法来说，不能显式表达的函数

往往不利于求解。但得益于智能算法的普适性，可通

过寻找行数或者列数实现降维：原本要优化的起点和

终点状态共12维的变量，通过表格数据的自然约束降

维为2维，即起始轨道数据表中的某行或某列以及目标

轨道数据表中的某行或某列（对于一族轨道数据，可
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通过三维表格进行约束，此时优化变量降维为4维），

可建立行数/列数的约束如下1⇐ j⇐ p

1⇐ l⇐ q
(13)

因此可重新构建上层优化问题如下。

问题3： Min（3）
S.t.（9）、（13）

(14)

由于上层优化问题优化变量与优化指标关系不明

确，且优化变量的初值难以设计，因此选择智能算法

进行求解。综合考虑计算效率与收敛性，选择AGPSO
进行优化。在传统的PSO算法中，所有粒子在局部搜

索和全局搜索的效果方面都是相同的，因此可以认为

所有粒子是一个具有同一种策略的群。各个粒子的位

置和速度更新可表示为
vk+1

m = ω× vk
m+ c1× rand× (pbestm− rk

m)+
c2× rand× (gbest− rk

m)
rk+1

m = rk
m+ vk+1

m

(15)

rk
m vk

m m k

ω c1

c2 rand

pbestm m

gbest

其中： 、 分别表示第 个粒子在第 次迭代中的位

置和速度； 为控制PSO算法稳定性的惯性权重； 与

为提高PSO全局最优性能的加速因子； 为区间

[0,1]内的随机数； 表示第 个粒子在迭代进程中

达到的最优指标； 表示所有粒子在迭代进程中达

到的最优值。

c1 c2

c1 c2

然而在任何基于种群的优化算法中，使用具有共

同目标的不同自治群体，理论上可以使算法具备更多

的随机或定向的搜索。AGPSO的核心思路为利用不同

的策略来更新 和 ，对自治群进行数学建模[26]。换

言之，这些群体在关注个体和全局表现的程度上表现

得不同。本文设计4个群体，即设计4种 和 的变化

策略，更新函数如表1所示。

  
c1 c2表 1    4种 和 的更新策略

c1 c2Table 1    Four updating formula for  and 
策略 c1 c2

1 2.55− (2.05/K)k 1.25+ (1/K)k

2 2.55− (2.05/K)k 0.5+2k3/K3

3 2.5−2k3/K3 1.25+ (1/K)k

4 2.5−2k3/K3 0.5+2k3/K3

K k　注： 为最大迭代次数； 为当前迭代次数。

后文仿真中，上层优化问题均基于AGPSO算法进

行求解，其它参数如表2所示。

 
 

表 2    AGPSO算法相关参数表

Table 2    Parameters of AGPSO algorithm
参数名称 参数值

粒子个数 50
最大迭代次数 100

最大惯性权重系数 0.9
最小惯性权重系数 0.4

  

3.3    下层优化问题求解算法设计

3(n+1) ∆v
经过拆分处理后，下层优化问题的自由变量仅剩

维的脉冲序列 。根据上层优化所得到的起点

与终点状态以及各个脉冲时刻，可建立最优控制问题

如下。

问题4：Min（3）
S.t.（4）、（6）、（7）、（8）

(16)

问题4仍为含约束的非线性优化问题，但相比于问

题1，变量个数大大减少、求解难度大大降低。当转移

过程仅为两脉冲时，问题可直接建模为三体模型下的

Lambert问题，可采用如牛顿–同伦法[27]、拟线性化–局
部变分迭代法[28]等算法求解。但涉及多脉冲或包含其

它约束限制时，固定转移时间的两点边值约束问题求

解方法不再适用。针对此类非线性问题，采用SQP算
法。求解过程本文不再赘述，相关参数选取如表3所示。
 
 

表 3    SQP算法相关参数表

Table 3    Parameters of SQP algorithm
参数名称 参数值

最大迭代次数 100
约束违反度容许误差 10−6

迭代终止条件 10−10

最小步长 10−6

 

0

∆v = 0

虽然SQP算法本身较为成熟，但其仍存在局部收

敛、初值敏感等问题[6]。对于本文所构建的非线性规划

问题4来说，由于其优化指标为优化变量的2–范数之和

或2–范数平方和的形式，所期望脉冲尽可能小，即问

题4的解尽可能靠近 。考虑到SQP算法的局部收敛

性，选取初值为 ，认为问题4的期望解在其邻域

内①。在一定程度上避免了SQP对初值敏感、难以设计

迭代初值的问题。
 

 

①下层优化问题4的求解受上层优化问题3的结果影响。当SQP算法初值选为0时，上层结果可能导致下层优化不收敛，表明此时求解的

脉冲较大，不在0的邻域内。同时也表明了当次求解上层结果的不合理，因此可对此结果赋予大指标作为惩罚，进入下一次迭代求解。
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通过结合AGPSO与SQP对问题3与问题4双层优化

模型进行迭代求解，可得到设置最大迭代次数内的最

小脉冲，整体求解框架如图4所示。
  

AGPSO

SQP

目标状态已知

转移时间已知

最优控制问题模型

优化变量: Δv0 、Δv1、 

优化指标: Δv0′·Δv0 +Δv1′·Δv1+

X0、Xf、t

离散轨道
数据约束

转移时间
难以给定

优化行数/列数

优化转移时间
与脉冲时刻

j、l、

tf、t1、t2、

Δv、J

行数/列数 起始状态已知

约束: 动力学约束、始末状态约束、... ...

...

...

...

 
图 4    基于AGPSO和SQP的双层优化求解框架

Fig. 4    Two-layer optimization solution framework based on
AGPSO and SQP 

4    仿真分析
 

4.1    指定轨道间的转移轨道

对于指定轨道间的脉冲转移问题，本文选取3种轨

道转移场景进行仿真：①绕L1点NRHO轨道到绕L2点
Halo轨道的转移；②绕L1点Lissajous轨道到DRO轨道

的转移；③绕L1点NRHO轨道到DRO轨道的转移。

1）绕L1点NRHO到绕L2点Halo的转移

选择振幅为125 000 km的L1点NRHO和振幅为

100 000 km的L2点Halo作为起始轨道和目标轨道，离

散点均为2 000个。采用两脉冲与三脉冲两种方式进行

轨道转移，指标选择为能量最优。通过算法可求得转

移轨道分别如图5（a）、（b）所示，指标随迭代的变

化曲线如图5（c）所示。

由图5（a）、（b）所示，转移轨道通过两脉冲和

三脉冲完成L1点NRHO至L2点Halo的转移，同时实现

起始点、目标点、中间脉冲点与转移时间的选取。根

据图5（c）可得，随着算法迭代计算，能量指标逐渐

收敛至较低的值，从而实现设定代数内的最优能量转

移，可得到计算结果如表4所示。

2）绕L1点Lissajous轨道到DRO轨道的转移

选择振幅为125 000 km的L1点Lissajous轨道和振幅

为496 600 km的DRO作为起始轨道和目标轨道，离散

点均为2 000个。同样采用两脉冲与三脉冲两种方式进

行轨道转移，指标选择为能量最优。通过算法可求得

转移轨道分别如图6（a）、（b）所示，指标随迭代的

变化曲线如图6（c）所示。
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图 5    L1点NRHO–L2点Halo的两脉冲与三脉冲转移

Fig. 5    Transfer from L1 NRHO to L2 Halo using two
impulses/three impulses

 

表 4    L1点NRHO–L2点Halo的脉冲转移优化结果

Table 4    Transfer Impulse from L1 NRHO to L2 Halo
转移轨道特性参数 两脉冲转移 三脉冲转移

第一次脉冲/（km·s–1） 0.045 4 0.009 6
第二次脉冲/（km·s–1） 0.212 6 0.057 9
第三次脉冲/（km·s–1） — 0.073 2
总脉冲/（km·s–1） 0.258 0 0.140 7

转移时间/d 8.684 4 21.712 2
中间转移时刻/d — 17.732 3
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图 6    L1点Lissajous轨道–DRO的两脉冲与三脉冲转移

Fig. 6    Transfer from L1 Lissajous to DRO using two
impulses/three impulses

 

由图6（a）、（b）所示，转移轨道通过两脉冲和

三脉冲完成L1点Lissajous轨道至DRO的转移，同时实

现起始点、目标点、中间脉冲点以及转移时间的选

取。根据图6（c）可得，随着算法迭代计算，能量指

标逐渐收敛至较低的值，从而实现设定代数内的最优

能量转移，可得到计算结果如表5所示。
  

表 5    L1点Lissajous轨道–DRO的脉冲转移优化结果

Table 5    Transfer Impulse from L1 Lissajous orbit to DRO
转移轨道特性参数 两脉冲转移 三脉冲转移

第一次脉冲/（km·s–1） 0.425 3 0.109 0
第二次脉冲/（km·s–1） 0.126 9 0.099 2
第三次脉冲/（km·s–1） — 0.153 4
总脉冲/（km·s–1） 0.552 2 0.361 6

转移时间/d 7.057 8 9.686 3
中间转移时刻/d — 3.248 8

3）绕L1点NRHO轨道到DRO轨道的转移

选择振幅为125 000 km的L1点NRHO轨道和振幅

为285 600 km的DRO作为起始轨道和目标轨道，离散

点均为2 000个。采用两脉冲、三脉冲以及月球借力

3种方式进行轨道转移，指标选择为能量最优。

其中，月球借力转移策略为：在三脉冲转移的基

础上再限制中间脉冲点位置作为问题4的约束条件。要

求中间脉冲点为近月点，即脉冲点相对月球中心的位

置矢量与速度矢量垂直，同时要求中间脉冲点距月球

表面高度小于500 km，可表示为r(ti) · v(ti) = 0
rM ⩽ ∥r(ti)∥2 ⩽ rM +500/(1LEM)

通过算法可求得转移轨道分别如图7（a）、（b）、

（c）所示，指标随迭代的变化曲线如图7（d）所示。
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图 7    L1点NRHO–DRO的两脉冲、三脉冲与月球借力转移

Fig. 7    Transfer from L1 NRHO to DRO using two impulses/three
impulses/gravity assist

 

由图7（a）、（b）、（c）所示，转移轨道通过

两脉冲、三脉冲以及借月飞行3种方式完成L 1点
NRHO轨道至DRO的转移，同时实现起始点、目标

点、中间脉冲点以及转移时间的选取。根据图7（d）
可得，随着算法迭代计算，3种不同转移方式的能量指

标均能逐渐收敛，可得到计算结果如表6所示。
  

表 6    L1点NRHO轨道–DRO的脉冲转移优化结果

Table 6    Transfer Impulse from L1 NRHO to DRO
转移轨道特性参数 两脉冲转移 三脉冲转移 月球借力转移

第一次脉冲/（km·s–1） 0.153 0 0.043 7 0.001 7
第二次脉冲/（km·s–1） 0.160 5 0.065 0 0.125 9
第三次脉冲/（km·s–1） — 0.086 5 0.197 9
总脉冲/（km·s–1） 0.313 5 0.195 2 0.325 5

转移时间/d 8.684 9 19.237 5 10.503 5
中间转移时刻/d — 8.468 3 5.024 9

 

另外由图7（c）可见，月球借力飞行的中间脉冲

点也满足所设要求，能够实现借助月球引力进行转

移。但添加近月脉冲的限制条件后，算法在50个粒

子、100次迭代的情况下，月球借力飞行的结果并不如

两脉冲与三脉冲转移。然而根据图7（a）、（b）两图

可直观看出，两脉冲与三脉冲转移的轨道实际上也借

助了月球引力从而改变了速度方向，而三脉冲不限制

中间点脉冲，可能存在更优的转移轨道，可见本文提

出的算法具有较强的搜索能力。 

4.2    轨道族间的转移轨道

对于轨道族间的脉冲转移问题，本文选取两种轨

道转移场景进行仿真：①绕L1点Halo轨道族到绕L2点
Halo轨道族的转移；②绕L1点Halo轨道族到DRO轨道

族的转移。

1）L1点Halo轨道族到L2点Halo轨道族的转移

选择振幅范围为67 850～96 600 km的绕L1点
Halo轨道族和振幅范围为64 350～99 250 km的绕L2点

Halo轨道族作为备选的起始轨道和目标轨道，离散的

轨道数据构成三维矩阵，维度分别为：6 × 2000 × 80和
6 × 2 000 × 80。采用两脉冲、三脉冲两种方式进行轨

道转移，指标选择为能量最优。通过算法可求得转移

轨道分别如图8（a）、（b）所示，指标随迭代的变化

曲线如图8（c）所示。
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图 8    L1点Halo轨道族–L2点Halo轨道族的两脉冲与三脉冲转移

Fig. 8    Transfer from L1 Halo family to L2 Halo family using two
impulses/three impulses

由图8（a）、（b）所示，算法选择了两个轨道族

中距离最接近的两条轨道，即能量相差最少的轨道为

最优转移方案。通过两脉冲和三脉冲完成L1点Halo轨
道至L2点Halo轨道的转移，同时实现起始点、目标

点、中间脉冲点以及转移时间的选取。根据图8（c）
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可得，随着算法迭代计算，能量指标逐渐收敛至较低

的值，从而实现设定代数内的最优能量转移，可得到

计算结果如表7所示。
 
 

表 7    L1点Halo轨道族–L2点Halo轨道族的脉冲转移结果

Table 7    Transfer Impulse from L1 Halo family to
L2 Halo family

转移轨道特性参数 两脉冲转移 三脉冲转移

第一次脉冲/（km·s–1） 0.062 5 0.033 0
第二次脉冲/（km·s–1） 0.002 7 0.049 7
第三次脉冲/（km·s–1） — 0.072 9
总脉冲/（km·s–1） 0.065 2 0.155 6

转移时间/d 4.167 0 21.712 2
中间转移时刻/d — 20.626 6

 

2）L1点Halo轨道族到DRO轨道族的转移

选择振幅范围为67 850～96 600 km绕L1点Halo轨
道族和振幅范围为86 450～285 600 km的DRO轨道族作

为备选的起始轨道和目标轨道，离散的轨道数据构成三

维矩阵，维度分别为：6 × 2 000 × 80和6 × 2 000 × 80。
采用两脉冲、三脉冲两种方式进行轨道转移，指标选

择为能量最优。通过算法可求得转移轨道分别如图9（a）、

（b）所示，指标随迭代的变化曲线如图9（c）所示。

由图9（a）、（b）所示，算法通过两脉冲和三脉

冲完成L1点Halo轨道至DRO轨道的转移，同时实现起

始点、目标点、中间脉冲点以及转移时间的选取。使

用两脉冲和三脉冲的差别很小，转移轨道重合度较

高。根据图9（c）可得，随着算法迭代计算，能量指

标逐渐收敛，可得到计算结果如表8所示。
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图 9    L1 Halo轨道族–DRO轨道族两脉冲与三脉冲转移

Fig. 9    Transfer from L1Halo family to DRO family using two
impulses/three impulses

 
 

表 8    L1点Halo轨道族–DRO轨道族的脉冲转移结果

Table 8    Transfer impulses from L1 Halo family to DRO family
转移轨道特性参数 两脉冲转移 三脉冲转移

第一次脉冲/（km·s–1） 0.071 5 0.038 3
第二次脉冲/（km·s–1） 0.168 8 0.085 3
第三次脉冲/（km·s–1） — 0.086 7
总脉冲/（km·s–1） 0.240 3 0.210 3

转移时间/d 16.443 6 21.709 2
中间转移时刻/d — 20.623 8

  

4.3    借助流形的转移轨道

对于借助平动点轨道流形的脉冲转移问题，仍然

可将流形数据视为三体模型下的一类特殊轨道族。本

文选取两种轨道转移场景进行仿真：①绕L1点Halo轨
道流形到绕L2点Halo轨道的转移；② 绕L1点Halo轨道

流形到DRO轨道的转移。

1）L1点Halo轨道流形到L2点Halo轨道的转移

选择振幅为48 320 km绕L1点Halo轨道的不稳定流

形和振幅为52 900 km的绕L2点Halo轨道作为起始轨道

和目标轨道，离散的轨道数据构成三维矩阵和二维矩

阵，维度分别为：6 × 2 000 × 50和6 × 2 000。通过算

法可求得两脉冲转移轨道分别如图10（a）所示，指标

随迭代的变化曲线如图10（b）所示。

2）L1点Halo轨道流形到DRO轨道的转移

选择振幅为48 320 km绕L1点Halo轨道的不稳定流

形和振幅为285 600 km的DRO作为起始轨道和目标轨

道，离散的轨道数据构成三维矩阵和二维矩阵，维度

分别为：6 × 2 000 × 50和6 × 2 000。采用两脉冲进行

轨道转移，指标选择为能量最优。通过算法可求得转

移轨道分别如图11（a）所示，指标随迭代的变化曲线

如图11（b）所示。
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图 11    L1 Halo流形–DRO两脉冲转移

Fig. 11    Transfer from manifolds of L1 Halo to DRO using two impulses

由于扰动施加在平动点轨道的不同位置可生成不

同的流形，其离散数据可认为与特殊轨道族类似。由

图10（a）、图11（a）所示，算法通过两脉冲完成

L1点Halo轨道的流形至L2点Halo轨道和DRO轨道的转

移，同时实现起始点、目标点、中间脉冲点以及转移

时间的选取。根据图10（b）、图11（b）可得，两转

移轨道的指标随着算法迭代计算逐渐收敛，可得此算

法对借助流形的转移轨道设计仍然适用。脉冲优化结

果如表9所示。
  

表 9    借助流形的脉冲转移结果

Table 9    Impulse transfer by means of manifolds
转移轨道特性参数 L1 Halo流形-L2 Halo L1 Halo流形-DRO

第一次脉冲/（km·s–1） 0.009 0 0.218 9
第二次脉冲/（km·s–1） 0.023 8 0.272 5
总脉冲/（km·s–1） 0.032 8 0.491 4

转移时间/d 17.584 3 21.712 2
 

0

根据4.1～4.3节仿真结果可得本文所提出的分层重

构的建模方法能够适应各种不同特殊轨道之间的多脉

冲转移问题，也具有添加其它约束条件的潜力（如月

球借力中的高度约束和近月点约束）。另外，如3.3节
中对算法初值的分析，本文仿真中选择所有脉冲矢量

为 矢量作为迭代初值，说明本算法无需对不同转移任

务设计不同的脉冲初值，算法普适性较高。 

4.4    对比仿真

文献[20]详细分析了地月空间中NRHO与DRO之间

的两脉冲转移问题，并根据轨道特性设计了转移轨道

的初值，文中关于初值的讨论可总结如下。

1）遍历搜索NRHO中的500个离散点作为起始

点，DRO同样被离散为数百个点，从轨迹上的点到

DRO离散点的最小距离被视为到DRO的近似距离；

2）选取出发脉冲前后速度的比值：假设出发脉冲

与出发点速度平行，且比值范围在0.5～1.5；
3）两参数确定的轨迹将在最大传输时间内进行积

分，使用无量纲单位为20，大约相当于87 d，分为

200组进行遍历；

4）在搜索阶段，轨迹可能多次接近DRO，从每组

到DRO的最小距离中选取所有的最小距离，并将传输

轨迹和DRO上的相应点视为潜在的插入点。提取搜索

参数、DRO上的潜在插入点和飞行时间作为初始猜

测。然后，在每组中选择估计传输成本最低的前100个
初始猜测，以供后续优化使用。

与文献[20]中选择相同振幅的NRHO与DRO分别作

为起始轨道与目标轨道，同时转移时间也选择相同条

件，参数如表10所示。将参数代入本文所提出的双层
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图 10    L1 Halo流形–L2 Halo两脉冲转移

Fig. 10    Transfer from manifolds of L1 Halo to L2 Halo using two impulses
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优化算法框架中，可得到转移轨道如图12所示，所需

脉冲与文献数据的对比如表11所示。
 
 

表 10    对比仿真相关参数表

Table 10    Parameters of comparative simulation

参数名称
参数值

幅值/LEM 幅值/km

NRHO x向幅值 0.111 45 42 841.772 16
NRHO y向幅值 0.212 79 81 798.303 56
NRHO z向幅值 0.236 31 90 836.487 89
DRO x向幅值 0.281 79 108 318.219 62
DRO y向幅值 0.335 06 128 796.817 72
DRO z向幅值 0 0
转移时间/d 3.719
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图 12    NRHO-DRO两脉冲转移

Fig. 12    Transfer from NRHO to DRO using two impulses
 
 

表 11    脉冲结果对比

Table 11    Comparison of transfer impulses
转移轨道特性参数 文献数据 仿真结果

第一次脉冲/（m·s–1） 58.263 140.768
第二次脉冲/（m·s–1） 437.352 327.687
总脉冲/（m·s–1） 495.616 468.455

 

可见，在轨道与转移时间完全相同的仿真情况

下，通过本文所提方法进行计算得到的转移脉冲可与

文献数据达到更好的最优程度，且节省了约27 m/s的
速度脉冲。这主要由于文献中所提初值设计方法有一

定的局限性，在进行多个参数的选择时容易陷入局部

最优情况，而本文通过对问题的分层建模求解，实现

了更好的全局最优性。同时无需经过初值设计，也同

样适用于其它轨道；文献中仅研究了两脉冲转移问

题，所用初值设计方法也局限于两脉冲，本文所提方

法同样适用于多脉冲转移，实现了更好的普适性。 

5    结　论

本文基于离散的轨道数据，在地月圆型限制性三

体模型下提出了一种多脉冲转移轨道的设计方法。考

虑起点与终点不固定、转移时间不固定、起始轨道与

目标轨道可变化等多种不确定因素，通过拆分变量将

最小脉冲问题重构为双层优化问题，设计了一种双层

优化算法：上层兼顾了全局最优性和计算效率，并通

过引入离散轨道数据约束实现了对多种类型轨道的普

遍适用；下层考虑始末状态约束、时间约束、脉冲约

束与脉冲点约束等实现最小脉冲问题的局部最优，同

时避免算法对初值的敏感性。

仿真结果表明，本文所提出的对离散轨道数据进

行始末状态约束能够适用于多种确定轨道、不同轨道

族以及平动点轨道流形之间的相互转移，同时提出的

双层优化算法也能够满足多种约束并实现多脉冲下的

近似最小脉冲转移。对算法进一步拓展，也可对更高

精度星历模型下的转移轨道进行计算。该研究成果为

未来长期绕月探测、载人登月以及建设月球空间站等

提供了有力的技术支持，通过优化的轨道设计，将为

这些任务的执行提供更高的效率和可行性。未来的研

究可以在本文基础上进一步探索，优化和改进该算

法，以满足更复杂的转移需求，并拓展到其它三体问

题和空间探索领域。
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An Algorithm for Computing Impulse Transfer Between Earth-Moon Three-Body
System Based on Constraint of Discrete Orbit Data

WANG Yiyu1
，LUO Yuhang1

，XU Tianlai1，BAO Weimin2
，YUAN Shuai1，

ZHANG Zexu1
，LI Chenshuo1

，HU Zhijie1

（1. School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, China；

2. China Aerospace Science and Technology Corporation, Beijing 100048, China）

Abstract：In this paper, a hierarchical reconstruction modeling method and a two-layer optimization algorithm based on

discrete orbit data were proposed to solve the multi-pulse orbit transfer problem under the Earth-Moon circular restricted three-body

model. The minimum pulse problem was reconstructed and modeled as a two-layer optimization problem, and the two-layer

optimization algorithm was given to realize the transfer orbit design. The upper layer optimization problem took the discrete orbit

data constraints into account, and the algorithm adopted intelligent algorithm to make it universal and achieve computational

efficiency. The lower optimization problem only optimized the pulse sequence under the constraints of start-end state constraints,

time constraints, pulse constraints and pulse point constraints, so as to avoid the sensitivity to the initial value. The algorithm can

obtain the local optimal solution by sequential quadratic programming. Through simulation verification in various scenarios, it can be

concluded that the two-layer optimization modeling framework and solution algorithm proposed in this paper are suitable for

different types of orbit transfer, and can achieve multi-pulse energy optimal transfer. Comparison simulation is of great significance

to transfer orbit design between special orbits in the Earth-Moon three-body system.

Keywords：Earth-Moon three-body system；multi-pulse orbit transfer；minimum impulse problem；two-level optimization

Highlights：
●　Proposed using discrete orbit data as boundary value constraints for the start and end states of transfer orbits.
●　Proposed a hierarchical restructuring modeling framework for the minimum impulse transfer problem and provided a dual-layer
optimization solution algorithm based on AGPSO and SQP.
●　Realized transfer track design under different types of tracks which satisfied multiple constraints.
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