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摘    要：针对月面大范围转移运载器垂直起降、机动次数多且着陆精度要求高的问题，提出了一种基于双层凸优化模

型的最优轨迹规划方法。首先，建立运载器质心运动方程，在考虑初始位置、终端位置、速度约束与推力约束等条件下，

构建大范围轨迹优化模型，对非线性最优问题进行线性化与离散化；其次，将大范围最优轨迹规划问题转换为双层凸优化

问题，将动力上升段、大范围动力飞行段、垂直下降段的最优化问题作为内层凸优化问题，通过内点法求解，同时结合燃

料最优化目标，设计目标函数，作为外层凸优化问题，通过梯度下降法迭代计算，得到大范围垂直起降的燃料最优轨迹。

仿真结果表明，提出的算法可得到运载器大范围转移轨迹的燃料最优解，满足月面运载器高精度软着陆的任务需求；在考

虑位置误差的情况下进行蒙特卡洛仿真，结果表明算法具有较好的鲁棒性。
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引　言

月球作为地球的天然卫星，被视为探索前沿航天

科技的实验基地和未来火星探测任务的跳板，“嫦娥”

工程作为中国深空探测的基础工程，在过去的几十年

间取得了举世瞩目的巨大成功[1]，随着深空发射、自主

变轨、自主导航、制导与控制技术的成熟，月球南极

探测和月球基地的建设从论证阶段被列入航天发展的

实施计划，各个国家均提出了自己的月球探测任务或

月球基地建设规划[2]。未来聚焦在月球南极的科学探测

任务，面临着昼夜温差大、地形复杂等重重挑战，在

结合多项数据后，多数科研团队将月球基地的选址确

认在南极点附近的沙克尔顿（Shackleton）及其附近的

几个陨石坑[3]。月球资源勘探开采、月球基地建设等一

切月基活动的关键基础是长时间稳定且充足的月基原

位能源供给。月球水冰的大规模开采实现以电解水为

原理的燃料能源系统构建是实现月球基地初期探测任

务的主要途径，燃料系统以氢氧燃料电池为主。为了

节约水冰运输与开采成本，各国都在研究可重复运载

器，作为月球表面可靠运载工具[4]。本文提出了一种基

于可重复运载器的月面大范围资源运载方案。

实现月球自主高精度垂直起降任务，可以将轨迹

规划问题表述为具有非线性动力学、大量状态和控制

约束的连续时间最优控制问题，通过直接法和间接法

来解决，其中直接法是通过离散化方法将最优问题进

行迭代求解，文献[5]将多阶段轨迹优化问题利用动态

规划的思想，利用Legendre-Gauss-Radau配点法对多阶

段轨迹规划问题离散化，通过求解非线性规划问题得

到全局近似最优解。

近年来，随着凸优化理论的发展，提出了许多基

于序列凸优化和无损凸优化方法的轨迹规划方法，文

献[6]提出实现了6-DOF自主一般全尺度的轨迹优化问

题。文献[7]将轨迹规划问题扩展为6-DOF的运载器动

力学与运动学，并比较了不同离散化方法对于算法性

能的影响；文献[8]在凸优化的基础上，利用虚拟控制

函数和信赖域法，强化了轨迹规划算法的鲁棒性；文

献[9]进一步将自适应信赖域半径法降低了凸优化算法

的收敛性与收敛速度；文献[10]引入复合状态触发约
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束的概念，将其表示为连续凸化函数，在复杂约束条

件下实现快速收敛。文献[11]利用神经网络优化了序

列凸优化算法的收敛效率和实时性，提高了扩展性，

在飞行器有效地求解了避障过程中复杂约束下的轨迹

优化问题。

文献[12]针对飞行器垂直起降过程中大姿态翻转

问题，提出了1种考虑气动力矩影响的平面运动模型，

并利用凸优化方法在线规划出了飞行轨迹。问题是只

考虑了二维轨迹问题。文献[13]将多阶段轨迹优化问

题作为完整的系统进行优化，并在分阶段利用单独的

模型替代原始模型，利用傅里叶级数降低求解难度，

通过预设计得到最优发射再入轨迹。文献[14]针对月

面飞跃问题，利用黄金分割法搜索上升着陆时间的最

优解，在固定上升着陆时间的条件下，利用凸优化方

法对分段求解拼接全飞行轨迹，不足是只得到了分段

燃料最优解。

在求解月面大范围转移轨迹优化问题时，其一，

利用凸优化工具求解，往往通过固定终端时刻来进行

线性搜索，得到最优解，且模型非线性程度越高，规

划时间越久，既无法保证算法的实时性，也无法保证

整条轨迹的最优性；其二，考虑水冰采集任务中，运

载器的飞行时间长，横向行程远大于纵向行程，着陆

精度要求高，需要合理规划主推进器点火时长与时间

点，以节省燃料消耗；其三，多数轨迹规划问题将任

务简化为一个二维剖面，得到的推力分配方案是非现

实的。基于上述分析，本文借鉴双层凸优化模型的思

想，将大范围垂直起降问题转化为内外层凸优化问

题，分段求解，在保证分段燃料最优性的同时，实现

全局最优轨迹规划。 

1    月球南极水冰采集任务概述
 

1.1    问题提出

月球基地是目前最为可行的地月空间基础设施开

发的工程起点和最佳实践场。为了满足月球基地健康

可持续运维能力，月球基地应具备勘探艾特肯盆地

（Aitken Basin）任意陨石坑的能力，因此综合考虑

重复往返各陨石坑水冰采集区的运输成本，选择

Shackleton陨石坑的坑缘区域[15]，作为月球基地的长期

运维地点，如图1所示。

本文中将水冰采集区域放在距离月球基地较远的

舒梅克（Shoemaker）陨石坑，德格拉什（de Gerlache）
陨石坑，斯维德鲁普（Sverdrup）陨石坑等，如图1黄
色星星所示，为了满足较长距离的可重复运输，运载

器在设计时应满足此类任务的上限。
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图 1    月球基地与水冰采集区域示意图（图中红色星星表示月球基地选

址，黄色星星表示水冰采集区域选址）

Fig. 1    Illustration of lunar base and in-situ water excavation locations (red
star indicates lunar base location; yellow stars indicate in-situ water

excavation locations)
  

1.2    任务场景概述

如图2所示，运载器大范围运载任务可以描述成：

小型液体火箭运载器分别装载完有效载荷和燃料后

（LO2/LH2），氢氧发动机点火，保障运载器垂直上

升，到达一定高度后，主发动机关机，运载器姿控发

动机工作，帮助运载器重新定向，使运载器的头部指

向月球基地，之后姿控发动机关闭，主发动机第2次点

火，推动运载器飞向驻人月球基地，横向速度提升到

一定数值后，主发动机关机，运载器无动力飞行，且

在此过程中，姿控发动机工作，在运载器的尾部指向

月球基地后，姿控发动机关机，在距离月球基地的一

定范围时，主发动机重新点火，在水平速度消减至

0 m/s后，关机，接着运载器姿控发动机工作，调整运

载器尾部指向目标着陆点，主发动机点火，实现垂直

软着陆。
  

动力飞行段

动力上升段

水冰采集区 月球基地

垂直下降段

姿态调整段1 姿态调整段2

 
图 2    月面运载器大范围转移过程示意图

Fig. 2    Scheme of lunar large-scale transportation trajectory designation
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水冰运输任务中，位于陨石坑底的水冰采集区与

月球基地之间的海拔落差不超过10 km，但是运载器的

飞行范围跨度可达上百km，运载器的主推进器角度可

调节范围有限，无法及时完成运载器转身调姿任务，

需要借助姿控发动机，进行翻转操作；其次，考虑到

运载器燃料原位制备的可行性，采用液氢液氧发动

机，优点是发动机比冲高，可达500 s，推力范围大，

可达上百tnf，可重复点火，但是液体发动机燃料消耗

速率相应也很快，无法完成连续推力控制；最后，考

虑到任务的安全性，运载器的发射与着陆姿态均应垂

直于月面。

基于上述分析，将运载器姿态调整与动力飞行拆

分，分别进行优化设计，运载器飞行轨迹划分为垂直

上升段、姿态调整段、动力飞行段和垂直下降段。 

1.3    可重复运载器设计

为了满足月面大范围运载任务，包括GNC系统的

质量在内，有必要定义一下实际的可重复运载器模

型。由于此类运载器的没有公开且可靠的数据，参考

经典的发动机信息。因此，参考文献[16]，将液氢液

氧作为运载器发动机的燃料，该运载器为单级结构，

包含助推器和箭身小型喷气式推进器。火箭发动机可

包括液体燃料火箭发动机，例如LO2/LH2发动机。可

包括多个小型推进器，用于控制火箭的上升和下降

轨迹。

本节的目的是初步确定可重复使用运载器规格，

以支持任务需求。包括运载器发动机的推力、推进剂

的体积、流量、混合比，有效载荷的体积、质量，以

实现推力矢量控制。同时，燃料与有效载荷的参数将

直接决定运载器主体的直径，长度和其它构型。

根据图中飞行剖面，确定任务所需的最大推力，

并确定燃料的质量与体积。主要考虑2个主要的动力

段，即动力上升段与垂直下降段，忽略运载器姿态翻

转所需的少量燃料。

Vpa

Vpa

本文从运载器到达初始滑行速度或动力上升段结

束时的速度 后的无动力上升段开始计算，通过式

（1）确定无动力上升段的初始速度 ：

hf −hpa =
V2

pa

2gm
(1)

hf hpa

Vpa

gm gm = 1.62 m/s2

其中： 为最大上升高度； 为动力上升段的高度；

为动力上升段结束时运载器的速度的纵向分量；

为月球的重力加速度， 。

hpa

为了保证运载器能够达到最大高度，运载器可以

综合考虑高度与速度要求，动力上升段 结束得越

Vpa早，对段终的速度 要求就越高。通常，无动力上升

段的高度应该大于动力上升段的高度。

Vpa

在动力上升段，运载器的主推进器第一次点火，

当确定了动力上升段结束时的速度 后，再来确定动

力上升段的时间，即发动机点火时长。

tpa

公式（2）为加入重力修正的Tsiolkowsky方程，

提供了推进剂质量与动力上升段发动机开机时长 的

关系，假设该方程只作用于运载器的纵轴

∆V = Vpa = Ispge ln
Moa

Moa−Mfa
−gmtpa (2)

同时，根据式（3），可以得到动力上升段高度与

发动机开机时长的关系

hpa = Ispge

(
Moa−Mfa

Mfa
ln

Moa−Mfa

Moa
+

)
tpa−

gm

2
t2
pa (3)

根据式（1）与（2）判断动力上升段结束时的速

度与高度关系，在确定运载器的燃料载荷后，可以通

过式（2）与式（3）得到运载器的总重和动力上升段

的发动机点火时长的曲线，在后续轨迹规划过程中做

出合理性判断依据。
 

2    月面运载器大范围垂直起降轨迹建模
 

2.1    坐标系与运动学方程

如前所述，构建局部参考坐标系，如图3所示，假

设月球引力场均匀，且考虑月球自转的影响。

 
 

Y0

X0

Z0

O

运载器

月心

发射点

 
图 3    坐标系示意图

Fig. 3    Guidance reference frame
 

运载器主发动机初始推力方向与运载器纵轴指向

一致；

OX0Y0Z01）发射点坐标系—

如图3所示，坐标原点为运载器在水冰采集区的发

射起点，Z0轴为坐标原点与月心的连线且垂直向上，

X0指向运载器的着陆点方向，Y0轴与X0轴、Z0轴构成

右手正交坐标系。

运载器的运动学方程为
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
ṙ = v

v̇ =
T
m
+ g


ṙ = v

v̇ =
µ

∥R+ r∥3
(R+ r)+

T
m
+ g

(4)

r =
[
x y z

]T

v =
[
vx vy vz

]T

T =
[
Tx Ty Tz

]T

g = [0 0 −1.62]T

µ

其中： 为运载器位置在发射点坐标系下的

表示； 为运载器速度在发射点坐标系下

的表示；m为运载器质量； 为运载器推

力矢量在发射点坐标系上的投影； 为

月球引力在发射点坐标系上的投影； 为引力常数；

R为月球半径。

ṁ (t) = −∥T∥δTI−1
sp (5)

Isp ∥T∥ =
√

T 2
x +T 2

y +T 2
z

δT

其中： 为发动机比冲； 为发动

机推力， 为节流指令。 

2.2    轨迹优化问题建模

运载器大范围垂直起降轨迹最优考虑的是燃料的

消耗问题，姿态调整段、动力飞行段等飞行阶段的初

始条件和终端条件不作约束，只对运载器发射点的位

置、速度以及目标位置和速度做出约束 r (0) = r0, v (0) = v0, m (0) = m0

r (tf) = rf , v (tf) = vf
(6)

r0 v0 rf

vf m0

其中： 和 为运载器在发射点的位置和速度； 和

为运载器在着陆点的位置和速度； 为运载器在初

始质量，包含有效载荷和燃料以及运载器干重。

对于运载器的主推进器推力约束可以表示为

Tmin ⩽ ∥T∥ ⩽ Tmax (7)

Tmin Tmax其中， 和 为主推进器的推力范围。

各飞行阶段均将燃料最优作为轨迹规划目标，则

目标函数为

maxm (tf) =min
w tf

0
∥T (t)∥dt (8)

则动力学方程、控制约束、状态约束与目标函

数，共同构成了月面运载器大范围垂直起降的轨迹优

化问题方程。 

2.3    问题的凸优化

Γ

为了运用凸优化算法对轨迹优化问题求解，需要

将观察到的非凸控制约束推力进行凸化，即引入松弛

变量 ，令

∥T∥ ⩽ Γ (9)

则原始轨迹优化问题中的推力约束可以写作
√

T 2
x +T 2

y +T 2
z ⩽ Γ

Tmin ⩽ Γ ⩽ Tmax

(10)

目标函数为

maxm (tf) =min
w tf

0
Γdt (11)

式（11）所描述的优化问题是对原始优化问题的

松弛，原始优化问题的解显然也满足式（4）。此

外，由文献[17]可知，对于松弛后的优化问题，当取

最优解时，对于松弛后的轨迹优化问题，若存在最优

解，则 √
T 2

x +T 2
y +T 2

z = Γ (12)

成立，同时满足边界条件（10）。即原始最优问题与

凸化后的最优问题可以看作是等价的。

σ (t)
为了数值求解最优轨迹规划问题，定义一组新的

变量 ，将非线性规划问题转换为具有凸性目标函

数的连续时间最优控制问题，将状态约束与控制约束

转换为二阶锥约束或线性约束
σ =
Γ

m

u =
T
m

(13)

则运载器动力学方程转换为ṙ = v
v̇ = u (t)+ g

(14)

令

z (t) =
ṁ (t)

m
= −ασ (t) (15)

则运载器推力约束可以写作

Tmine−z(t) ⩽ σ (t) ⩽ Tmaxe−z(t), ∀t ∈ [t0, tf]

等式右侧为非凸域，利用泰勒展开实现二阶锥和

线性逼近，构造可行凸域，即

Tmine−z0(t)

[
1− (z− z0)+

(z− z0)2

2

]
⩽ σ (t) (16)

σ (t) ⩽ Tmaxe−z0(t) [1− (z− z0)] (17)

z0 (t) = ln (m0−αTmaxt)其中， 为运载器燃料最大消耗

量，z(t)的约束为

ln (m0−αTmaxt) ⩽ z (t) ⩽ ln (m0−αTmint) (18)

则最终运载器大范围垂直起降燃料最优轨迹规划
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问题可以表述为

maxm (tf) =min
w tf

0
σ (t)dt (19)

动力学方程转换为（9），控制约束为（11）、

（12），燃料消耗约束为（13），状态变量约束条件

不变。

[t0, tf]

为了求解最优轨迹规划问题，需要将问题离散

化，即将 拆分为等距的时间间隔，并在时间节点

处施加线性或二阶锥约束，将无限维优化问题转化为

有限维二阶锥优化问题求解，离散化的最优轨迹规划

问题可以表述为

min
N∑

i=0

ui,

N∑
i=0

σi

−zi (N) (20)

动力学方程

ẋi = Axi+Bi (21)

xi = [ri vi mi]T其中， ，

A =
[

06×3 I6×6 06×1

01×3 01×6 −α

]
, B =

 03×1

g∆t
03×1


控制约束

∥ui∥ ⩽ σi (22)

Tmin,ie−z0,i(t)

[
1− (

zi− z0,i
)
+

(
zi− z0,i

)2

2

]
⩽ σi (23)

σi ⩽ Tmax,ie−z0,i(t)
[
1− (

zi− z0,i
)]

(24)

其中，

z0,i = ln (m0−αTmax (t0+ i∆t))

状态约束

lg (m0−αTmaxti) ⩽ zi ⩽ lg (m0−αTminti) (25)

边界条件不变。 

3    基于双层凸优化模型的梯度下降算法

在求解上述离散化最优轨迹规划问题时，凸优化

方法无法在姿态调整段与动力飞行段处理推力分配，

导致在燃料有限的情况下，轨迹优化问题无可行解；

其次，在求解最优燃料问题时，凸优化算法在设置燃

料最优指标下，推力分配不符合bang-bang特性，导致

运载器上升高度过高，造成燃料浪费或燃料消耗大于

搭载值。为了解决上述问题，引入双层凸优化模型的

思想，将大范围轨迹优化问题看作双层凸优化问题，

并利用梯度下降法进行最优燃料轨迹规划求解。 

3.1    双层凸优化模型构造

将多段轨迹优化问题转换为双层凸优化问题，即

在内层光滑凸函数的约束极小值集上实现外层光滑凸

函数最小化的问题，并利用梯度下降法得到优化问题

的数值解。对于内层凸函数，利用内点法进行最优问

题求解，再得到可行解后，加入惩罚因子，利用梯度

下降法求得外层凸函数的最优解。

f1 (x)

下面介绍双层凸优化问题的构造，首先，将外层

函数 的可行解集表示为min f1 (x)

subject to x ∈ {x ∈ D |Ax = a,g (x) ⩽ 0|}
(26)

g (x)

f2 (x)

其中， 为内层函数的不等式约束，则内层函数约

束可以定义为

f2 (x) = p (x) = ∥Ax−a∥2+ ∥max {0,g (x)}∥2 (27)

双层凸优化问题可利用梯度投影法求解，即迭

代解算双层凸优化问题的基函数，其中D为闭合凸

子集。

φη (x) = η f1 (x)+ f2 (x) , η > 0 (28)

η f1 (x)

f2 (x)

其中： 为惩罚因子； 为内层光滑凸函数，即原

始分段轨迹优化问题； 为外层光滑凸函数。

为了满足内层函数的解算的收敛性，需要保证

lim
k→∞
ηk = 0,

∞∑
k=0

ηk = +∞ (29)

η

为了得到外层函数的最优解，在求解内层目标函

数的基础上，需要适当选择函数的可行解集D或适当

调整式（28）中的惩罚因子 ，其中，D可以是非负性

约束，或球形约束，或某个R维状态空间。

在解算内层优化问题时，直接求解带有边界约束

的凸优化问题，会有效提高算法的计算效率，因此只

在外层优化问题加入惩罚因子，将优化问题写作

φη (x) = f1 (x)+η−1 f2 (x) , η > 0 (30)

ηk

在求解过程中，双层凸优化问题采用显式求解方

法，在 的迭代过程中不计算最小正则化函数，不存

在迭代收敛问题，降低了计算成本。其次，利用梯度

下降法解算外层凸优化问题时，可以不求解最优化内

层函数，因此不会增加任何“隐形”计算成本。

综上，本文利用的双层凸优化算法思想，利用内

点法求解内层复杂约束下的二阶锥规划问题，内点法
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的单次迭代特点，可以很快得到可行解，保证算法的

较高的求解效率；利用梯度下降法求解外层凸优化问

题，通过惩罚因子将外层约束优化问题转换为无约束

问题，利用梯度下降法多次迭代尝试得到完整轨迹的

燃料最优解。内点法与连续时间最速下降法共同得到

一组最优轨迹的可行解，其中惩罚因子的更新方法可

以对照序列二次规划法。 

3.2    算法流程

本文提出一种基于双层凸优化模型的梯度下降算

法，内层循环利用内点法求解分段轨迹优化问题的可

行解，外层循环利用梯度下降法迭代更新完整轨迹规

划问题的最优解。

双层凸优化问题中，内层凸优化问题的目标函数

与外层凸优化问题一致，如式（15）所示，其它约束

为式（17）～（20），边界条件不变。但是外层凸优

化问题的状态变量必须为内层凸优化问题的可行解的

集合，可表述为

x = argmin

x,
N∑

i=0

ui,

N∑
i=0

σi

zi(N) (31)

下面对基于双层凸优化模型的最优轨迹规划算法

总结如下：

步骤1：通过内点法求解从初始状态x0到指定着陆

点的分段最优燃料标称轨迹，令k = 0。

s̄ η θ

s̄ > 0 η ∈ (0,1) θ ∈ (0,1)

步骤2：判断是否满足外层凸优化问题的约束；若

不满足，则重新划定外层约束，求解分段最优燃料标

称轨迹；若满足，则给定一组参数， ， 和 ，并规

定 ， ，

步骤3：令m = T到0，计算

φηk
((ηmk s̄)) ⩽ φηk

(xk)+ θ⟨φ′ηk
(xkt), (ηmk s̄)− xk⟩ (32)

并得到满足条件的最小负整数m，令

sk = η
mk s

步骤4：更新

xk+1 = xk − sk∇φ (xk) (33)

f1 (xk+1) > f1 (xk)

f1 (xk+1) ⩽ f1 (xk)

步骤5：判断是否满足 ，若满足，

则k = k+1，再次计算分段最优燃料标称轨迹，直到

。

算法流程如图4所示。
 
 

开始

结束

是

是否满足外层函数约束

sk=ηmks, 更新xk +1=xk−sk
Ñφ(xk)

是否满足f1(xk+1)>f1(xk)
是

否

否

内点法求解分段最优
燃料轨迹规划问题

线性化、离散化
轨迹规划问题

更新外层
约束

计算φηk
((ηmks))≤φηk

(xk)+θáφ'ηk
(xk), (ηmks)−xkñ并得到

最小正整数m

− −

给定一组参数s, η和θ,

并规定s>0, ηÎ(0,1), θÎ(0,1)

−

−

k=0

k=k+1

 
图 4    基于双层凸优化模型的轨迹优化算法流程图

Fig. 4    Flow diagram of the bilevel model optimal trajectory optimization algorithm
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4    仿真试验

下面给出仿真试验的条件：

将水冰采集区设计在Shoemaker坑的永久阴影区，

具体位置为88.051 7 °S，45.488 1 °E，海拔为–4 200 m，

着陆点为Shackleton陨石坑的坑沿位置，具体位置为

89.678 2 °S，143.915 6 °W，海拔为1 660 m。运载器高

2.65 m，直径0.8 m，可运输水冰400 kg，装载燃料

100 kg，发动机比冲450 s，推力为3.2 t。
图5～8为基于双层凸优化算法得到的轨迹规划曲

线，根据任务描述，发动机点火，以最大推力水平工

作4.2 s，如图5所示，主要作用为将运载器尽快带离发

射点，之后主推进器关机，利用姿控发动机单独对运

载器进行姿态调整，调整时间为8.7 s，主推进器再次

开机，推力水平为2.61 tnf，时长为5.9 s，此时横向速

度与位置开始变化，如图6～7所示，当X向速度上升至

175 m/s，Y向速度上升至265 m/s时，主推进器关机，

运载器进入滑行状态，至纵向位置上升至9 899 m时，

主推进器再次开机，推力水平为2.21 tnf，时长为

5.7 s，将X向速度与Y速度降至0，且运载器到达目标着

陆点上空，此时利用姿控发动机再次调整运载器姿

态，调整时间为8.2 s，当运载器机头垂直向上时，主

推进器开机，推力水平为3.2 tnf，时长为3.0 s，此时纵

向速度降为0，实现运载器安全着陆。图8为单次仿真

完整的轨迹规划示意图。
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图 7    位置示意图

Fig. 7    Results of trajectory magnitude
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图 8    运载器飞行轨迹示意图

Fig. 8    Three dimensional trajectory history
 

随机生成动力上升段结束时刻产生的500个随机位

置误差，其中X、Y向的位置误差标准差为±500 m，

Z向位置的标准差±200 m，符合正态分布，利用蒙特卡

洛试验验证算法的鲁棒性。

如图9和图10所示，运载器水平方向位置误差

在±0.6 m以内，速度误差在±0.02 m/s以内实现了运载

器的高精度着陆精度要求；如图11与图12所示，由于

最终着陆阶段时间较短，纵向位置误差在±0.2 m以

内，误差多大于目标高度，这对于软着陆任务是有利

的，避免运载器直接接触月面而坠毁，纵向速度误

差±6 × 10–3n m/s以内，保障了运载器的安全着陆；根据

剩余质量约束，仿真的成功率为97.4%，其中有13次仿

真试验剩余燃料小于0，其次燃料剩余最多分布在

410 kg附近，根据液体燃料即时加注的特点，燃料的

利用率达到80%以上。
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图 5    推力示意图

Fig. 5    Results of thrust magnitude
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图 6    三轴速度示意图

Fig. 6    Results of velocity magnitude
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图 9    最终横向位置误差柱状图

Fig. 9    Histogram of final horizon position errors
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图 10    最终横向速度误差柱状图

Fig. 10    Histogram of final horizon velocity errors
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图 11    最终纵向位置误差柱状图

Fig. 11    Histogram of final vertical direction errors
 

接着，随机生成动力上升段结束时刻产生的500个
随机速度误差，其中X、Y向的位置误差标准差为

±70 m/s，Z向速度误差的标准差±50 m/s，符合正态分

布，利用蒙特卡洛试验验证算法的鲁棒性。

如图13和图14所示，运载器水平方向位置误差

在±0.4 m以内，速度误差在±0.4 m/s以内实现了运载器

的高精度着陆精度要求，且由于Y向行程较长，位置和

速度误差分布优于X向误差，尤其是速度误差，64%的

误差在±0.1 m/s以内；如图15与图16所示，由于最终着

陆阶段时间较短，纵向位置误差在±0.4 m以内，纵向

速度误差±1.5 × 10–3 m/s以内，虽然精度有所下降，但

依然保障了运载器的安全着陆；根据剩余质量约束，

仿真的成功率为96.7%，其中有16次仿真试验剩余燃料

小于0，其次燃料剩余最多分布在407 kg附近，根据液

体燃料即时加注的特点，燃料的利用率达到80%以上。
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图 12    最终纵向速度误差柱状图

Fig. 12    Histogram of final Z direction velocity errors
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图 13    最终横向速度误差柱状图

Fig. 13    Histogram of final horizon velocity errors
  

0

20

40

60

80

100

120

140

160

次
数

X向位置误差
Y向位置误差

−0.4
<δ

−0.4
≤δ

<−0
.2

−0.2
<δ≤

0.1

−0.1
<δ≤

0

0<δ
≤0.1

0.1<
δ≤

0.2

0.2<
δ<0

.4
δ>0

.4

 
图 14    最终横向位置误差柱状图

Fig. 14    Histogram of final horizon position errors
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图 15    最终纵向速度误差柱状图

Fig. 15    Histogram of final Z direction velocity errors
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图 16    最终纵向位置误差柱状图

Fig. 16    Histogram of final vertical direction error
 

如图17所示为500次仿真试验得到的运载器大范

围垂直起降的轨迹图，为了更明显的显示初始位置

不同，采用了对数坐标，可以看到得到的轨迹全部收

敛于最终着陆点，证明算法具有良好的收敛性与稳

定性。
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图 17    运载器飞行轨迹图

Fig. 17    The 3-Dimensional Trajectory of the vehicle 

4    结　论

本文利用双层凸优化思想构造了月面运载器大范

围最优轨迹规划问题，将大范围飞行轨迹划分为动力

上升段、大范围动力飞行段、垂直下降段的最优化问

题，并将其作为内层凸优化问题，通过内点法进行求

解，同时，结合全局燃料最优化目标，设计目标函

数，作为外层凸优化目标函数，利用最速下降法的思

想，进行迭代求解，得到了大范围垂直起降的燃料最

优轨迹。仿真试验证明，本文提出的算法可以实现运

载器大范围垂直起降轨迹优化问题，且在初始位置误

差在700 m以上时规划出满足着陆约束，并实现水平位

置误差小于0.6 m，高度误差小于0.2 m的运载器轨迹，

且燃料利用率达80%以上，剩余燃料有97.4%的概率满

足约束。
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Large-Scale Lunar Transportation Trajectory Optimal Programming Method Based
on the Bilevel Convexification Model

QIAO Yandi，ZHANG Zexu
（Deep Space Exploration Research Center, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, China）

Abstract：In order to solve the trajectory planning problem of the launch vehicle during the large-scale lunar transportation,

which involves vertical takeoff and landing, multiple maneuvers, and high landing accuracy requirements. Firstly, the equations of

motion of the vehicle's center of mass are established, and a large-scale trajectory optimization model is constructed considering

initial position, terminal position, velocity constraints, and thrust constraints. The nonlinear optimization problem is linearized and

discretized using convex optimization methods; Secondly, the large-scale optimal trajectory planning problem is converted into a

bilevel convex optimization problem. The optimization problems in the dynamic ascent phase, the large-scale dynamic flight phase,

and the vertical descent phase are treated as the inner layer convex optimization problems, and solved using the interior point method.

At the same time, combined with the fuel optimization purpose, the objective function is designed as the outer layer convex

optimization problem, and iterative calculations are performed using the gradient descent method, obtain the optimal fuel trajectory

for a wide range of vertical takeoff and landing. Simulation experiments show that the algorithm proposed in this paper ensure the

vertical landing of the vehicle which meets the requirements of high-precision landing. Monte Carlo simulation is conducted

considering position errors, and the results show that the algorithm has good robustness.

Keywords：lunar vehicle；large-scale transportation；bilevel convexification；trajectory programming；optimal control

Highlights：
●　The trajectory optimization involved vertical takeoff and landing and multiple maneuvers with pinpoint landing constraints was
formulated.
●　The large-scale optimal trajectory planning problem was converted into a bilevel convex optimization problem.
●　The dynamic ascent phase, the large-scale dynamic flight phase, and the vertical descent phase were treated as inner layer convex
optimization problems, and solved using the interior point method.
●　Within the fuel optimization purpose, the objective function was designed as the outer layer convex optimization problem, and
iterative calculations were performed using the gradient descent method.
●　Simulation experiments showed that the algorithm ensured the vertical landing of the vehicle, and the landing error was less than
1m when the initial position error was within 700 m.

[责任编辑：高莎，英文审校：宋利辉]
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