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基于切换系统的小推力轨迹优化协态初始化方法

武    迪1，程    林2，王    伟1，李俊峰1

（1. 清华大学 航天航空学院，北京 100084；2. 北京航空航天大学 宇航学院，北京 100191）

摘    要： 传统同伦方法通常将小推力燃料最优问题转化为能量最优问题求解，以增加间接法求解的收敛率，但求解能

量最优问题仍需要猜测协态初值以初始化求解算法。该研究针对小推力燃料最优问题，将其优化模型嵌入到切换系统，从

而将该问题转化为具有解析协态初值的优化问题进行求解，进一步提高了求解的收敛率，并能够以解析协态初值初始化求

解算法。首先，将切换系统优化模型与小推力优化模型相结合，常规的切换系统的切换函数是由最优控制得出的，而本研

究则采用了人为设计给定的切换函数，实现了不同系统之间的切换和联系；其次，基于标称轨道线性化的方法，给出了具

有解析协态初值的目标系统的设计，无需复杂标称轨道即可实现协态初始化；最后，数值仿真验证了该方法的有效性，相

比于传统同伦方法具有更高的求解效率。
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引　言

以电推进为代表的小推力推进系统近年来受到了

广泛的关注，相较于传统化学推进，电推进具有更高

的推进效率，即更能节省燃料[1]。自“深空1号”（Deep
Space 1）探测器成功验证电推进技术后，“黎明号”

（Dawn）、“隼鸟号”（Hayabusa）和正在进行的“贝

皮科伦布”探测器（BepiColombo）等深空任务均采用

了电推进发动机。而在近地任务中，波音公司的

Boeing 902SP和中国的“实践十七”“实践二十”将电推

进技术应用于地球同步轨道的入轨和轨道保持任务[2]。

因此，电推进技术由于其出色的推进效率，在未来航

天任务设计中将逐渐获得更普遍的应用。

在轨道设计方面，由于电推进所产生的推力较

小，需要长时间的开机工作才能产生足够的速度增

量，以电推进驱动的航天器小推力最优轨迹将和脉冲

推进的最优轨迹产生显著的差别。圆锥曲线拼接[1]、基

于形状的标称轨道方法[3]等相对解析的设计方法难以实

现对小推力最优轨迹的准确近似。而对于一般的深空

探测轨道设计，在连续推力作用下的轨道无法采用类

似解析的方法得到最优解，而是采用较为耗时的数值

优化的方法（主要为直接法和间接法）[4]。

对于探测任务尤其是多目标任务的全局规划问题[5-6]，

需要快速且准确地确定小推力轨迹的燃料消耗、转移

时间等参数。因此，实现对小推力轨迹的快速优化具

有重要意义。

目前，主要的数值优化方法分为直接法和间接

法[7]。

直接法将小推力优化问题进行离散，转化为非线

性规划问题求解，通常需要较多的离散点以提高解的

精度和最优性[8]。相较于直接法，间接法利用极大值原

理构建两点边值问题求解，能够保证最优性的一阶必

要条件[9]。但是这些数值方法均需要提供初值进行优

化，直接法需要提供离散点的状态和控制初值，比较

容易利用设计经验或标称轨道方法得到，而且直接法

的收敛域相对较大，其求解对初值敏感性较弱[8]，因此

其计算性能主要取决于离散点数。间接法需要提供协

态的初值，相较于具有实际物理意义较容易猜测的状

态，协态并无明确的物理意义，其取值范围也难以确

定，因此较难提供初值[1]。同伦方法[9]将小推力燃料最

优问题通过同伦参数联系转换为求解相对较容易的能
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量最优问题求解，提高了初值猜测成功的概率。协态

归一化方法[10]通过引入归一化参数将协态的猜测范围

限制在高维单位球面上，提供了初值猜测的范围，进

一步提高了初值猜测的效率。基于标称轨道的协态初

值估计方法[1]能够提供能量最优问题的初值猜测，但是

其猜测的成功率依赖于标称轨道的设计，对于较复杂

的任务，标称轨道与最优轨迹偏离较大，协态估计的

效果较差。因此针对小推力间接法轨迹优化，解析的

保证收敛的协态初值能够显著降低求解失败的概率，

以提高小推力轨迹优化的效率。

本研究提出了一种解析的协态初始化方法，引入

切换系统，将小推力燃料最优问题同一个具有解析初

值的轨迹优化问题相联系，通过迭代方法求解得到小

推力燃料最优轨迹。本文首先将小推力优化模型嵌入

到更为广义的切换系统模型中，给出了切换系统的构

建形式，并设计了相应的切换函数，从而将小推力优

化问题转化为更简单优化模型的优化问题；其次，给

出了具有解析协态初值的简单系统优化模型，能够通

过切换系统与小推力优化模型相联系，进一步给出了

计算迭代算法，并通过数值仿真验证了该方法相较于

传统同伦方法，具有更高的求解效率。 

1    切换系统及切换函数

针对常见的小推力轨迹优化问题，本节首先给出

了一般指标形式下的小推力轨迹优化模型，其中动力

学模型也采用了一般的矩阵形式描述。在此优化模型

的基础上，进一步介绍了切换系统的概念，从而将小

推力优化模型嵌入进更广义的切换系统优化模型中，

同时给出了切换函数设计。 

1.1    小推力轨迹优化模型

一般而言，考虑如下小推力轨迹优化模型，优化

指标为

J1 =
w t f

t0

L1 (t,ξ,u1) dt (1)

ξ

ξ = [x,m]T u1

τ1 ∈ [0,1] α̂1

其中：指标J1通常取为总的燃料消耗[9]、能量消耗[1]、

飞行时间[8]或混合指标； 表示状态矢量，通常由航天

器的位置、速度（或轨道要素）和质量组成，即

； 表示控制量，通常包括控制量幅值

及其方向 。动力学方程为

ẋ = A (x, t)+
Tmax

m
B (x, t)τ1α̂1, x (t0) = x0 (2)

ṁ = − Tmax

Ispg0
τ1, m (t0) = m0 (3)

Tmax Isp A B 6×1 6×3

g0

其中：假设小推力推进系统具有恒定的最大推力

和恒定的比冲 ；矩阵 和 分别为 和 的

矩阵，其具体形式依赖于坐标系的选取，在本文中采

用春分点轨道根数形式描述动力学方程； 表示海平

面重力加速度常量。

此优化模型可以转化为两点边值问题并采用间接

法求解。相比于直接法，间接法能够保证最优的一阶

必要条件，因此一旦求解成功即可得到局部最优的轨

道。但另一方面，在间接法的求解过程中需要人为提

供无物理意义的协态初值猜测作为求解的初始化，而

且间接法的收敛域也较直接法更小，难以对估计不准

的协态初值实现成功求解。因此，优化时的初值猜测

情况会显著影响间接法的求解成功率和效率，当前主

要采用随机猜测的方式多次猜测求解，猜测成功率较

低且求解效率较慢。

基于协态初值估计的方法，本文将小推力优化模

型嵌入进切换系统中，同时设计切换系统形式使其具

有解析的协态初值，避免了初值猜测困难。以此解析

协态初值作为初始化，通过切换函数迭代实现了小推

力最优轨迹的快速求解。 

1.2    切换系统设计

基于小推力轨迹优化模型，引入如下一般形式的

切换系统[11]优化模型。优化指标为

J1 =

t fw
t0

{[1−υ (t, ε)] L1 (t,ξ,u1)+υ (t, ε) L2 (t,ξ,u2)}dt (4)

动力学方程为

ξ̇ = [1−υ (t, ε)] f1 (t,ξ,u1)+υ (t, ε) f2 (t,ξ,u2) (5)

υ (t, ε) ∈ [0,1]

ε ∈ [0,1]

其中： 为切换函数，通过此函数即可实现

系统优化模型的切换， 为同伦参数以控制切换

函数的具体形式。

一般而言，传统的从能量最优问题同伦求解燃料

最优问题的算法，将同伦参数添加到优化指标中，而

动力学方程保持不变。此时，首先求解能量最优问题

的协态初值，然后逐渐改变同伦参数值，以得到的协

态初值作为猜测值，求解对应同伦参数下的优化问

题，最终得到燃料最优解。

L1 (t,ξ,u1) f1 (t,ξ,u1)

L2 (t,ξ,u2)

f2 (t,ξ,u2)

与传统方法不同，本文的优化模型将同伦参数引

入到两个系统之间的切换函数中，系统1的优化指标为

，动力学方程的右函数为 。系统

2的优化指标为 ，动力学方程的右函数为

，采用同样的同伦过程即可得到燃料最优

解。在本文中，系统1设计为小推力燃料最优轨迹优化
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模型，系统2及其解析协态初值的设计将在下一节中详

细给出，切换函数设计为

υ (t, ε) ≜
{

0, t ⩽ t f −ε
(
t f − t0

)
1, t > t f −ε

(
t f − t0

) (6)

λξ

接下来，首先推导此切换系统的最优控制律。引

入协态变量 ，系统的哈密顿函数为

H = [1−υ (t, ε)]
[
λξ · f1 (t,ξ,u1)+L1 (t,ξ,u1)

]
+

υ (t, ε)
[
λξ · f2 (t,ξ,u2)+L2 (t,ξ,u2)

]
(7)

ε 1−υ (t, ε)

υ (t, ε)

u1 u2

u1
∗ u2

∗

根据极大值原理，系统的最优控制使哈密顿函数

取极值。对于确定的同伦参数 ，系数 和

均为大于等于0的常数，因此哈密顿函数取极值

即为函数中的第一项和第二项分别取极值。这意味着

控制 和 是解耦的，相互无关。确定系统1和系统

2的形式后，便可得到最优控制 和 的形式。 

2    燃料最优轨迹优化

基于标称轨道线性化的方法，本节首先给出了系

统2的模型，并进一步给出了确定小推力燃料最优轨迹

的求解算法。 

2.1    解析协态初值

系统2考虑如下线性优化模型。优化指标为

J2 =
w t f

t0

L2 (t,ξ,u2) dt = β
w t f

t0

τ2
2 dt (8)

β ∈ R+其中： 为协态变量归一化参数，或简单取为和燃

料最优问题的比例系数一致即可。动力学方程为

ẋ = C (xn, t) x+
Tmax

m0
B (xn, t)τ2α̂2+D (xn, t) , x (t0) = x0

(9)

xn

m0 u2

τ2 C D A

其中： 表示选取的标称轨道；航天器质量为常数

，即质量变化率恒为0。并且在此模型中，控制 的

幅值 无约束。矩阵 和 可以通过矩阵 和标称轨道

给出

C (xn, t) ≜
∂A (x, t)
∂x

∣∣∣∣∣
x=xn

(10)

D (xn, t) ≜ A (xn, t)−C (xn, t) xn (11)

另外，对于标称轨道的选取，在本文中仅考虑的

简单线性的标称轨道，具体形式为

xn (t) = x0+
x f − x0

t f − t0
(t− t0) (12)

由于系统2设计即为简单线性的优化模型，此种标

称轨道能够进一步简化解析解求解的难度，快速给出

解析协态初值。本文的数值仿真证明此标称轨道能够

处理较为复杂的燃料最优问题。

λx ∈ R6对于系统2，同理可以引入协态变量 。则系

统2的哈密顿函数为

H2 = λx ·
[
C (xn, t) x+

Tmax

m0
B (xn, t)τ2α̂2+D (xn, t)

]
+βτ2

2

(13)

根据极大值原理可得最优控制律为

(τ2α̂2)∗ = − Tmax

2m0β
BTλx (14)

H2

x
此控制律即为最小化 所得。利用式（12）对状

态变量 求偏导，并将式（13）代入式（9）可得状态

微分方程和协态微分方程如下[ ẋ

λ̇x

]
=

 C
T 2

max

2m2
0β

BBT

0 −CT

 [ x

λx

]
+

[
D

0

]
(15)

因此，得到了一个线性时变的动力学微分方程，

此方程中系数仅和标称轨道以及当前时刻有关，而和

状态、协态无关。此方程的解可以解析得到[ x
(
t f
)

λx
(
t f
) ] =Φ (t f , t0

) [ x (t0)
λx (t0)

]
+

[
z
(
t f , t0
)

0

]
(16)

Φ
(
t f , t0
)
= [Φ11,Φ12;0,Φ22]

6×6 12×12 z
(
t f , t0
)

D

其中：状态转移矩阵 是由4个
分块矩阵组成的 的矩阵，状态量 由

矩阵 的存在产生的积分量。这两项均可以通过积分

求解得到。因此，式（15）表示了初始状态、初始协

态、末端状态、末端协态之间的仿射关系，通过此式

并联立边界条件即可解析求解协态初值。

对于深空探测中的交会问题，通常考虑如下末端

条件

x
(
t f
)
= x f , m

(
t f
)
= free (17)

λm (t0) = 0

由于此系统中质量为常数，质量协态的初值并不

影响此系统的解，因此在计算中将质量协态的初值设

为0，即 。将式（16）代入式（15），其它协

态初值的解析表达式为

λx (t0) =Φ−1
12

(
x f − x0− z

)
(18)

 

2.2    燃料最优轨迹优化算法

β

对于燃料最优问题，系统1的指标取为燃料消耗，

系统2的指标中 取值和系统1保持一致，即

L1 =
Tmax

Ispg0
τ1, β =

Tmax

Ispg0
(19)

将式（18）代入切换系统的表达式，可得切换系
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统的优化指标为

J =
Tmax

Ispg0

[w ts

t0

τ1 dt+
w t f

ts

τ2
2 dt
]

(20)

ts

τ2

其中： 即为切换时刻，可以看到此指标和传统方法燃

料和能量最优控制问题的同伦方法基本一致，不同的

是此处控制量 为可以解析求解的系统2的控制幅值。

同理可以得到切换系统的动力学方程和协态微分方

程，即可构建切换系统的两点边值问题。由于基本方

程和2.1节内容基本一致，在此不再赘述。

ε = 1

λm = 0 ε

此时，当 时，系统可以完全解析求解，协态

初值为式（17）以及 。随后，逐渐减小 并将上

一步收敛的结果作为初值求解此步的两点边值问题，

求解的打靶方程为

ϕ (λ (t0)) =
[
xT (t f

)− xT
f ,λm
(
t f
)]T
= 0 (21)

λ ≜
[
λT

x ,λm
]T

其中： 为打靶变量。基于解析初始化的迭

代过程的详细算法如下

λ=
[[
Φ−1

12

(
x f − x0− z

)]T
,0
]T
ε1 = 1

1 ） 按 照 系 统 2 的 解 析 解 初 始 化 打 靶 变 量

， ；

dε = 0.2 ε εn+1 = εn−0.2

εn < 0.2 εn+1 = 0

2）以固定的步长 减小 ，即 ，

若 ，则 ；

3）以上一步收敛的协态初值作为打靶量的初值进

行打靶；

dε = 0.5dε

4）若打靶收敛，则转到步骤2继续求解过程，若

打靶不收敛，则以更小的步长 重新转到步骤

3计算；

5）当同伦参数为0时，输出收敛的小推力燃料最

优轨迹的结果。

εn = 1.0, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.0

在此切换过程中，若每步均能够收敛，则最终的

同伦过程为 ，迭代步

数为5，若存在不收敛情况，则迭代步数将增加。因

此，在仿真中，将迭代步数和仿真所需时间作为迭代

过程计算效率的重要指标。 

3    数值仿真

10−13

µ = 39.476 926 AU3/年
2

本节仿真试验了自地球出发前往不同目标[1]的深空

探测轨迹，以验证方法的有效性。在仿真中，采用了

ODE45积分器，其相对误差和绝对误差设置为 ，

打靶算法采用Minpack-1，其参数设置参考相关文

献[10]。为加快积分并降低数值敏感性，归一化参数设

置为长度单位1 AU（天文单位），时间单位1年，质

量单位归一化为航天器初始质量。此时，太阳的引力

常数为 。所有算例均以C++语

言编写（Microsoft Visual Studio 2012编译），并在台

式机使用单核运行（Intel Core i7-7  700 CPU，主频

3.6 GHz，内存8.0 GB）。

算例任务参数如表1所示，由于本文采用春分点轨

道根数描述，因此各个算例的航天器轨道圈数同时给

定。相应时刻的地球和目标的位置速度可根据JPL系统

查询得到。
  

表 1    数值仿真任务参数表

Table 1    Parameters for the numerical simulation missions

目标
出发

时间

到达

时间

运行

圈数

比冲/
s

推力幅

值/N
初始

质量/kg

金星 2 006.08.03 2 008.07.03 2 3 800 0.33 1 500

坦普尔1号 2 015.08.09 2 016.10.02 1 3 000 0.60 1 000

小行星3 671 2 012.12.23 2 022.08.27 5 3 000 0.32 4 000
 
  

3.1    计算效率对比

本文方法的计算效率和传统能量到燃料最优同伦

方法的计算效率进行了对比。这两种方法均应用了前

文所述的迭代过程。由于能量最优求解需要进行随机

猜测初值，因此其每个算例进行了1 000次随机猜测并

记录收敛个数。而本文方法采用线性的标称轨道，且

由于具有解析初值仅进行单次计算即可。相应的计算

收敛率、所需的迭代步数和得到单个解的平均计算时

间如表2所示。本文方法对3个算例均能够实现100%收

敛，而传统同伦方法的收敛率分别为86.7%、83.6%和

39.3%，尤其是对第3个算例，传统方法收敛率较低，

计算效率差别较大。
  

表 2    该方法与传统同伦方法计算效率对比

Table 2    Table1 Comparisons of proposed method with the
traditional homotopic method

目标

本文方法 传统同伦方法

收敛

率

迭代

步数

计算时

间/ms 收敛率
迭代

步数

计算时

间/ms

金星 1/1 5 224.0 867/1 000 5 222.5

“坦普尔1号” 1/1 6 291.0 836/1 000 6.3 574.2

小行星3 671 1/1 5 360.0 393/1 000 5 1 928.2
 
  

3.2    燃料最优解

对每个任务，迭代过程中的控制曲线如图1所示。

对于地球至金星的任务，飞行时间为700 d，燃料最优

控制包含6个关机段和5个开机段，总的开机时长为

275.1 d，消耗燃料210.45 kg。对于地球至“坦普尔1号”

（Tempel 1）任务，燃料最优控制包含2个关机段和

3个开机段，最短的关机段为初始的弧段，时长0.63 d。
任务中总开机时间为197.7 d，消耗燃料348.36 kg。地
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球至小行星3 671（Dionysus）的任务总时长为3 534 d，
燃料最优控制包含7个关机段和6个开机段，总计开机

时间1 361.5 d，总计燃料消耗1 279.93 kg。3个任务场

景的燃料最优轨迹如图2所示，地球至金星任务为2圈
近圆轨迹，轨道倾角改变较小，求解相对较为容易，

因此本文方法和传统同伦方法均具有较高的求解效

率。Tempel 1的轨道为椭圆轨道，因此，此任务的控

制曲线较为复杂，而计算所需的迭代步数较多。

Dionysus的轨道为倾角较大的椭圆轨道，本文方法求

解此问题所需时间仅为传统方法的1/5。
 

（a）任务1迭代过程推力曲线图

（b）任务2迭代过程推力曲线图

（c）任务3迭代过程推力曲线图
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图 1    各任务迭代过程的推力曲线图

Fig. 1    History of the thrust magnitude of different missions
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图 2    各任务场景的燃料最优轨迹图

Fig. 2    Fuel-optimal trajectories of different missions
  

4    结　论

该研究提出了基于切换系统的解析初始化方法，

将小推力燃料最优轨迹优化问题同具有解析协态初值

的线性优化问题联系起来，能够解析初始化，并提高

间接法小推力燃料最优轨迹的求解效率。仿真表明：

本方法和从能量最优同伦至燃料最优轨迹的方法所需

的迭代步数基本相同，而其协态初值能够解析得到，

因而具有更高的求解效率。
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Analytical Initialization for Low-thrust Trajectory Optimization
Based on Switching System

WU Di1，CHENG Lin2
，WANG Wei1，LI Junfeng1

（1. School of Aerospace Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China；

2. School of Astronautics，Beijing University of Aeronautics and Astronautics，Beijing 100191，China）

Abstract：The traditional homotopy method usually transforms the low-thrust fuel-optimal control problem into the energy-

optimal problem to increase the convergence rate of the indirect method. However, it is still necessary to guess the initial values of

the co-states to initialize the solving algorithm. In this paper, the optimization model of the fuel-optimal problem is embedded in the

switching system with the analytical initial co-states, which further improves the convergence rate with the analytical initialization.

Firstly, the switching system is introduced with the embedded fuel-optimal problem. The switching function of the conventional

switching system is derived from the optimal control, but in this paper, the given switching function is designed artificially to realize

the switching and continuation among different systems. Secondly, based on the linearization technique, the target system is designed

with analytical initial co-states, initializing the solving algorithm by a simple nominal trajectory. Finally, the numerical simulation

verifies the effectiveness of the proposed method, which is more efficient than the traditional homotopy method.

Keywords：low thrust；trajectory optimization；switching system；linearization around nominal trajectory；analytical

initialization of the co-states

Highlights：
●　The low-thrust fuel-optimal control problem is solved from an analytical solution.
●　A switching system is established with a new type of switching function formulation.
●　High efficiency solving algorithm is achieved via homotopy to the switching system.
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