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联合时频分析：以单孔中电荷穿透深度和电流空间分布为例
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摘要

近年来，联合时频分析再次成为研究热点。超级电容器功率密度高和寿命长，但为了优化平衡功率
密度和能量密度，需考虑两个关键因素：（1）多孔基质的比表面积；（2）孔内空间电解质可抵达性。
本文采用联合时频分析方法，研究孔内电荷穿透深度及电流空间分布。具体开展了如下工作：（i）在复
正弦电流激励下，推导单孔的时域响应和频域响应解析解，由此定义了描述电荷扩散行为的时频特征。（ii）
采用联合时频方法，分析了内部参数和外部参数对孔内电荷穿透率的影响，揭示了孔内电荷有限扩散和
无限扩散之间的演变规律。（iii）基于穿透率临界值，定义了孔内部参数的临界值，由此判断孔内电荷
半无限扩散和有限扩散。本文提出联合时频分析方法，实现了多孔电极中复杂物理化学过程的信息融合，
联合时频分析最终殊途同归，并提高诊断可靠性。
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1. 引  言

超级电容器具有充电速度快、循环寿命长、
低温性能优越和功率密度高等优点，已经在需要
高电流和高比功率密度的场景中得到广泛应用
[1–2]。超级电容器的能力密度低 [3]，需要与功率
密度和速度能力一起综合评估和系统优化 [4,5]。
研究超级电容器容性能量存储特性的方法主要涉
及实验表征和理论建模，实验表征技术包括原位
核磁共振技术 [6,7]、原位红外光谱 [8]、电化学
质谱法 [9] 以及电化学阻抗谱 [10] 等，理论建模
包括分子动力学 [11] 和密度泛函 [12] 等计算方
法，上述实验表征和理论计算在多孔电极电荷储
存机制的研究中发挥重要的作用。为了深入理解
多孔电极中电荷储能机制，理论计算与实验表征
的融合十分迫切。电化学阻抗谱（electrochemical 
impedance spectroscopy，EIS）具有分辨精度高、
信息范围宽、测试无损性和成本低廉等优点，其
理论模型相对成熟，其数值计算并不复杂，其理
论分析融合实验表征的工程实践也简单易行 [13]。
因此，EIS 理论分析与实验表征的融合方法在多孔
电极储能机理研究中发挥着独特作用 [13]。

上个世纪六十年代，EIS 处于发展的初始阶
段，其理论模型与测试技术都极为欠缺 [15,16]。
多孔电极广泛应用于电化学储能系统 [17–19]，其
EIS 理论模型经历了大半个世纪的不断发展。De. 
Levie 首次构建了充满电解质溶液均匀圆孔的 EIS
模型，并在时域分析了电荷穿透深度和液相电位
[20,21]。Candy 等测量了含有金粉多孔电极的阻
抗，并研究了穿透深度和时频响应之间内在联系
[22]。Lasia 等认为穿透深度不仅与多孔电极的结
构特征相关，还依赖于测试频率的下限值 [16]。
Keisfr 等在不同单孔形状条件下，研究了电荷穿透
深度对阻抗形状的影响 [23]。Paasch 等开发了宏
观均质多孔电极 EIS 模型，基于建立模型的数值
仿真结果，将电荷在单孔中穿透深度拓展至整个
多孔电极 [24,25]。Song 等认为多孔电极是由不同
直径单孔构成，并进一步定量分析了在不同孔径

分布条件下穿透深度对多孔电极阻抗谱特征的影

响 [26]。Yoo 等 [27] 将电荷穿透深度用于定量分

析超级电容器多孔电极的速度能力。最近，Li 等
基于该团队先前的工作，开发了从单孔到多孔电

极的多尺度阻抗模型，由此定量分析辨识了多孔

电极的容性能量存储特征，并揭示了制约多孔电
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极速度能力的制约因素 [28]。
上文简要综述了多孔电极 EIS 模型的发展历

程，重点关注 EIS 如何反映电荷穿透深度与多孔
电极特征参数的内在联系，这些进展有助于研究
多孔电极容性能量存储特性，尤其有利于 EIS 模
型理论计算与实验测试的深度融合。然而，上述
理论模型的建立和发展存在如下两个核心问题：
（1）理论模型的建立都有一个前置假设，即电荷
的穿透深度预先假设，与多孔电极自身内部参数
和外部运行条件无关；（2）数值分析往往在单一
域进行，即时域分析或者频域分析，缺乏联合时
频分析。问题 1 导致所建立 EIS 模型不能反映多
孔电极的复杂性，导致模型诊断脱离现场工况的
多变性；问题 2 导致 EIS 诊断的可靠性减弱，导
致电荷在多孔电极中穿透深度的研究结果无法可
视化。

上述问题严重制约着 EIS 在多孔电极电荷的
储存机理研究中的深度和广度。为了更好地发挥
EIS 诊断功能，从而更好地定量研究多孔电极中电
荷穿透深度及速度能力，本论文拟采用联合时频
分析，开展如下研究工作：首先，对单孔进行了
参数化，包括孔长 L、孔径 d、单位面积固液界面
电容 Cdl 以及液相电阻率 σ。其次，采用复相量法
重新建立单孔的主控方程，推导单孔的传递函数
频域解析解以及液相电位与固液界面电流的时域
解析解。随后，定义了单孔时频响应的核心参数，
包括低频极限电阻 RL、低频极限电容 CLF、特征

时间 τ0、特征频率 f0、液相电位的幅值 f 以及单
位面积固液界面电流的幅值 Idl 。最后，联合时频
分析的方式仿真分析单孔内部结构参数和观测频
率对离子扩散性质的影响，并引入穿透深度和穿
透率量化分析离子进入到单孔内部的能力。本文
matlab 核心代码，作为支撑材料，附在文后。

2. 单孔中电荷传导和电流分布的联合
时频分析理论基础

本章采用复相量法 [29–31]，在交流信号激励
下，建立充满电解液单孔的主控方程，推导得到
单孔的时频响应的解析解，为下文分析研究提供
理论基础。

2.1. 单孔时频响应的解析解

2.1.1. 单孔结构示意图及其参数化
如图 1 为充满电解质溶液的圆柱形单孔结构

示意图。其中，孔长为 L[m]，孔径为 d[m]，孔固

液界面面积为 S=πdL[m2]，孔内横截面积为
A=0.25πd2[m2]，液相电阻率为 ρ[Ω·m]，液相电
导 率 为 σ[S·m–1]， 单 位 长 度 溶 液 电 阻 为 r=ρ/
A[Ω·m–1]。ζ[Ω·m2] 和 ζ[Ω·m] 分别为固液界面
单位面积和单位长度的复阻抗且满足 ζ’=ζπd，
其中，x[m] 为距离单孔入口处的距离，z=x/L 为归
一化坐标位置，t[s] 为时间变量。假设固相电阻率
远小于液相电解质电阻率，固相中电压降忽略不
计保持恒电位。

2.1.2. 单孔在复正弦激励下时频响应解析解
在充满电解液的单孔参考电极 CE，施加如下

复正弦交流信号 i(t)[A]：

i( ) exp( )t j tI= 2  ω  (1-1)

I Aj ea
i= ϕ0 且 φ0=0 (1-2)

I 为激励电流 i(t) 的相量，ja[A·m–2] 为电流密
度，φ0[rad] 为初始相位，j 为虚数，f [Hz] 为频率，
ω=2πf [rad·s–1] 为角频率。假设单孔系统是线性且
均匀的，单孔的复响应分别定义如下：

i I x j te e ( )exp( )= 2  ω  (2-1)

φ φ ωx t x j t, exp( )( )= ( )2   (2-2)

∆ −φ φ( , ) ( , )x t x t= 0  (2-3)

D Dφ φ ω( , ) ( ) exp( )x t x j t= 2   (2-4)

i x t I x j tdl dl( , ) ( ) exp( )= 2  ω  (2-5)

j x t j x j te e( , ) ( ) exp( )= 2  ω  (2-6)

图 1. 充满液态电解质的单孔传递线模型示意图
Fig. 1. Schematic diagram of transmission line model for the 
single pore filled with liquid electrolyte
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其中， φ (x,t)[V] 为液相电位，ie(x,t)[A] 为
流过液相电流，∆φ(x,t)[V] 为固液界面电势差。
( 即液相电势与固相电势的差值 )。je(x,t)=ie(x,t)/
A[A·m–2] 为流过液相的电流密度，idl(x,t)[A·m–2]
为固液界面的单位面积电流。

单孔中溶液相电流满足欧姆定律 [32]：





I x A d
dxe = -

ρ
φ

 (3-1)

固液界面为理想电容时，根据电荷守恒定律
[33,34] 可得：

dI x
dx

x 

e ( )
= -

φ
ξ

 (3-2)

上式中，ζ=1/(jωπdCdl) 为单位长度的固液界
面复阻抗。

边界条件可写为：

d x
dx

j
x

a

φ
ρ

=

= -
0

 (3-3)

d x
dx x L

φ

=

= 0  (3-4)

联立式 (3-1) 和式 (3-2) 可得：

d x
dx

x
2

2 2

1



φ
λ
φ= ( )  (4-1)

λ=









ζ
ρ
A

1 2/

 (4-2)

l d
Cp
dl

Re( ) λ
ω ρ

=
8  (4-3)

上式中，lp 为孔中电荷的穿透深度，不仅与
孔自身参数相关，而且还依赖于观测频率 [16]。

联立上述方程可得单孔的复相量响应的解析
解：

φ
λρ

λ

λ

( )
cosh

sinh
x

j L x

L

a

=

−














 (5-1)

∆ =

−














φ
λρ

λ

λ

( )
cosh

sinh
x

j L x

L

a

 (5-2)

Ι λ

λ

e ( )
sinh

sinh
x

Aj L x

L
=

−














α

 (5-3)

j x
j L x

Le ( )
sinh

sinh
=

−














α λ

λ

 (5-4)

I x
j L x

Ldl
'

( )
cosh

sinh
=

−














λρ
λ

λ

α

z  (5-5)

上式中，ζ'=1/(jωπdCdl) 为固液界面单位面
积复阻抗。

根据复阻抗的定义Z
Aja

=
φ( )0

，单孔复阻抗可

以求得：

Z R
j

j
=

( )
D

coth w

w

τ

τ  (6-1)

R L
dD =
4

2

ρ
π

 (6-2)

τ
ρ

p =
4 2L C
d  (6-3)

上式中，RD[Ω] 是单孔中溶液相总电阻，
τp[s] 为单孔中固液界面的特征时间常数。

为了简化表述，下面将单孔的复相量响应的
解析解简化为实数解析解 [35]：

Re i x t I x t ie e( , ) ( ) cos( )
e

[ ] +=  ω ϕ  (7-1)

Re x t x tφ φ ω ϕφ( , ) ( ) cos( )[ ] +=   (7-2)

Re x t x t∆[ ] ∆ += ∆φ φ ω ϕ φ( , ) ( ) cos( )  (7-3)

Re i x t x t idl dl( , ) ( ) cos( )
e

[ ] += Ι ω ϕ  (7-4)

Re j x t j x t je e( , ) ( ) cos( )
e

[ ] +=  ω ϕ  (7-5)

上式中，ϕie 、ϕφ 、ϕ φD 、ϕidl 、ϕ je 分别是复
相 量 ie(x,t)、φ(x,t)、∆φ(x,t)、idl(x,t)、je(x,t) 初 始

相位。为下文讨论方便，Re[ie(x,t)]、Re[φ(x,t)]、
Re[∆φ(x,t)]、Re[idl(x,t)] 和 Re[je(x,t)] 均采用其复相

量符号简化代替。

def =
def =

def =
def =
def =
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2.2. 单孔时频响应的特征参数

为了对单孔进行时频分析，引入复阻抗
Z(jω)：

Z j Z j Z j( ) '( ) ''( )ω ω ω= +  (8-1)

Z j Z Z( ) ' ''w = +2 2  (8-2)

ω π= 2 f  (8-3)

复电容 C ( jω) 可由复阻抗 Z ( jω) 计算得
到：

C j
j Z j

( )
( )

ω
ω ω

=
1

 (9-1)

C j C j C j( ) '( ) ''( )ω ω ω= -  (9-2)

充满液态电解质单孔其默认参数见表 1，基于
上述默认参数，根据单孔的时域响应解析解和频域
传递函数解析解，可以计算得到：（1）孔内液态
电解质电位 φ(z,t) 在不同孔深相对位置的时域波形
图，如图 2A 所示；（2）固液界面单位面积电流在
不同相对孔深相对位置z时域波形图，如图2B所示；

（3）单孔复阻抗的 Nyquist 图，如图 2C 所示；（4）
单孔复电容的 Bode 图，如图 2D 所示。

表 1. 单孔参数及观测频率的默认值
Table 1. Default parameter values for the single pore and observed frequency

Parameter Default value Unit Reference

Interface capacitance per unit area Cdl C0=1 F · m-2 [36,37]

Liquid electrolyte 
conductivity σ σ0=8×10-2 S · m-1 [16,38]

Pore length L L0=6×10-7 m [22,39]

Pore diameter d d0=36×10-9 m [22,40]

Observing frequency fO 103 Hz [41,42]

Current density ja ja0=3×103 A · m-2 [43–49]

随着孔深相对位置 z 的增加，单孔内液态电
解质电位的正弦波幅度逐渐减小（图 2A），单孔
内流过固液界面电流的正弦波形幅度也逐渐减小
（图 2B），且液相电位和流过界面电流的相位均
随孔深相对位置的增加而逐渐增大，液相电位和
固液界面单位面积电流幅值的降低幅度越大，意
味着电荷在孔内穿透能力越弱 [22]。单孔的复阻抗
Nyquist 图低频范围垂线对应于电荷传导的饱和
区，中低频范围 45 度斜线对应于电荷传导扩散区
（图 2C）。随频率的减小，单孔的复电容实部先
增加然后趋向于饱和，复电容的虚部随着频率的减
小先增加然后减小，在特征时间 τ=τ0 处出现峰值
（图 2D）。在默认参数条件下，单孔的上述时频
响应演变趋势分析具有一般性，时域结果与频域结
果并不独立，而是彼此耦合互相支撑，这些一般性
规律将应用于下文单孔中电荷穿透深度的联合时频
分析。

为了有效研究单孔在复正弦激励下的时频响
应，下面定义低频极限电阻 RL、弛豫特征频率 f0、
弛豫时间 τ0、观测频率 fO、低频极限电容 CLF 和穿
透深度 lp。

2.2.1. 观测频率
复正旋交流信号三要素为幅值、角频率和初

始相位，本文重点考察频率对电荷在单孔中穿透

深度的影响。为讨论方便，本文将考察关注的特

定频率定义为观测频率 fO，本研究选取了三个典

型观测频率：0.1 kHz、1 kHz 和 10 kHz。观测

频率、观测周期与角频率三者关系为：fO=1/T0 和

ω=2πf0。

2.2.2. 低频极限电阻
充满电解质溶液的单孔，其低频极限电阻

RL=1/(3RD)，如图 2C 所示。一般而言，低频极限

电阻 RL 越大，意味着离子在扩散过程中所受到的

阻力越大 [50]，此时单孔的最大输出功率密度越

小。

2.2.3. 特征频率与特征时间
如图 2D 所示，复电容虚部的峰值点所对应

的频率为特征频率 f0，特征频率 [51] 可以表示
为 f0=0.404/τp，特征时间 τ0 是特征频率 f0 的倒
数，即 τ0=1/f0。特征时间 τ0 越小，特征频率 f0



Journal of Electrochemistry, 2024, 30(2), 2303141 (5 of 22)

越大，这意味着电荷在单孔中穿透能力越强，单
孔的能量存储和输出速度越快，扩散更易进入饱
和区 [52]。

2.2.4. 低频极限电容
对 于 单 孔 而 言， 低 频 极 限 电 容 CLF 与 电

解质溶液与孔壁界面总电容相等。可以表达为
C C dLCLF dllim '= =

ω
π

®0 ，低频极限电容 CLF 越大，表明
界面电荷存储容量越强 [53]。

2.2.5. 穿透深度与穿透率
方程（4-3）定义了电荷在单孔中特定频率 ω

下穿透深度 lp=(dσ/(8ωCdl))0.5，为了更好地描述电

荷在单孔中穿透能力，引入特定频率 ω 下穿透率，

即无量纲化穿透率 α=lp/L，L 是孔的绝对长度。

α 进一步可写为：α=(1/L)·(dσ/(8ωCdl))0.5。穿透率

可以在综合时频分析中更好地量化单孔容性能

量存储中速度能力 [49]，这与先前文献定义 [54]
的无量纲变量 Λ=Rp2πrl/Zdl 有类似之处，但又

有所不同，本文所定义的无量纲变量 α 考虑了观

测频率 ω。

由图 3 可知，穿透率不仅和单孔自身特征参

数有关，还与观测频率有关。具体而言，穿透

率与观测频率和固液界面的单位面积电容的均

方根成反比，与孔的直径和液相电导率的均方

根成正比。

2.3. 小结

在复正弦信号激励下，采用复相量法，摒弃
了传统的半无限或有限扩散先验假设，本节推导
了单孔的联合时频响应，并定义了单孔的时频响
应特征参数，特别地，定义了电荷在单孔中穿透
深度和穿透率，为研究单孔中电荷穿透深度提供
了通用的联合时频分析方法。

3. 电荷在单孔中穿透深度的联合时频 
  分析

基于上文推导所得单孔时频响应解析解和时

频响应特征参数，本节将研究观测频率和单孔内部

参数对电荷穿透深度的影响。假设孔壁电位恒定，

并设置为参考零电位，正弦激励信号 i(t) 直接与参

考电极 CE 相连，i(t) 幅度相对于液态电解质横截面

图 2. 在默认参数条件下，复正弦电流激励下单孔的时频响应结果。时域响应（A）φ(z,t) 和（B）idl(z,t)；频域响应，（C）Nyquist 图 Z'-Z"
和（D）Bode 图 C'-f 和 C"-f。
Fig. 2. Time-frequency response results of the single pore with default parameters under a complex sine excitation. Time-domain 
responses (A) φ(z,t) and idl (z,t) (B); Frequency-domain responses (C) Nyquist plot Z'-Z" and (D) Bode plot C'-f & C"-f.
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面积恒定，即激励信号电流密度设定为 ja0。

3.1. 观测频率对孔内电荷扩散的影响

单孔内部参数取表 1 中默认值，观测频率

fO=0.1 kHz、1.0 kHz、10.0 kHz，下文将采用联合

时频方法，研究观测频率对孔内电荷扩散深度的

影响。

通过仿真计算得到：（1）时域响应考察孔

内不同相对深度 z=0、0.25、0.5、0.75 和 1 处，

液相电位 φ(z,t) 和固液界面单位面积电流 idl(z,t)
时域响应，如图 4A–4F 所示； φ( , )z t 和 Ι dl z t( , )
随 z 变化趋势，如图 4G 和图 4H 所示。（2）
频域响应重点考察单孔复阻抗和复电容，复阻抗

Nyquist 图如图 5A 所示，复电容响应 Bode 图

如图 5B 所示。（3）基于仿真计算所得时频响

应结果图 4 和图 5，提取得到单孔时频响应特征

参数，如表 3 所示。

基于上述关于观测频率的计算结果，可得单

孔时频响应和电荷穿透率的如下规律：

1）对液相电解质电位和流过固液界面电流的

影响（图 4）。当 fO=0.1 kHz 时， φ( )z 和 Idl 几乎不

随孔深相对位置 z 而变化；当 f0=1.0 kHz 时， φ( )z

和 Idl 随着 z 增加而降低，但降速较慢；当 fO=10.0 
kHz 时， φ( )z 和 Idl 随 z 增加而快速降低，且降速

较大，在孔末端， φ( )z 和 Idl 几乎为零。可见，fO 愈大，
φ(z,t) 和 idl(z,t) 幅值随 z 增加而快速衰减，换言之，

穿透率随 fO 的增加而减小。

2）对穿透深度 lp 和穿透率 α 的影响（图 5 和

表 2）。fO=0.1 kHz、1.0 kHz、10.0 kHz 分 别 处

于 Nyquist 图饱和区、临界区和扩散区。当 fO 从

0.1 kHz 增加到 10.0 kHz 时，低频极限电阻 RL、

低频极限电容 CLF 和特征频率 f0 均保持不变，然

而，穿透深度 lp 从 7.57×10–7 m 减小到 7.57×10–8 

m，穿透率从 1.26 减小到 0.13，即从有限扩散过

渡到无限扩散。当 fO=f0 时，定义为穿透率临界值

αT=0.44。
由于转折频率反应孔的本征属性，与外界

因素无关，因此，穿透率的临界值 αT 可作为孔

内电荷半无限扩散和有限扩散的简洁判据，在

给定观测频率下，当 α > 3αT 时，孔内电荷为有

限扩散 [23]；当 α < αT/3 时，孔内电荷为无限扩

散。

图 3. 在默认参数条件下，孔内电荷穿透率 α 随孔内外部参数的演变趋势。（A）α-f；（B）α-d/d0；（C）α-σ/σ0；（D）α-Cdl/C0。
Fig. 3. Under default parameter conditions, the evolution trend plots of charge penetration rate in the single pore with respect to the 
observed frequency and pore internal parameters. (A) α-f; (B) α-d/d0; (C) α-σ/σ0; (D) α-Cdl/C0.
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图 4. 不同频率复正弦电流激励下，φ(z,t) 和 idl(z,t) 时域响应。（A）在 f=0.1 kHz 时 φ(z,t)；（B）在 f=0.1 kHz 时 idl (z,t)；（C）在 f=1.0 
kHz 时 φ(z,t)；（D）在 f=1.0 kHz 时 idl(z,t)；（E）在 f=10.0 kHz 时 φ(z,t)；（F）在 f=10.0 kHz 时 idl(z,t)；在 f=0.1 kHz、1.0 kHz 和 10 

kHz 时（G） φ - z 和（H） Ι dl - z 。
Fig. 4. Under a complex sinusoidal current excitation with different frequencies, the evolution trend plots of φ(z,t) and idl(z,t).(A) φ(z,t) 
at f=0.1 kHz; (B) idl(z,t) at f=0.1 kHz; (C) φ(z,t) at f=1.0 kHz; (D) idl(z,t) at f=1.0 kHz; (E) φ(z,t) at f=10.0 kHz; (F) idl(z,t) at f=10.0 kHz; (G)  
φ - z  and (H) Ι dl - z  at f=0.1 kHz,1.0 kHz, and 10 kHz.
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表 2. 单孔时频特征和电荷穿透率随 fO 的演变趋势
Table 2. Time-frequency characteristics and charge penetration rate for the single pore with fO

fo/kHz 0.1 1 10

RL/Ω 2.46×10–9 2.46×10–9 2.46×10–9

CLF/F 6.79×10–14 6.79×10–14 6.79×10–14

f0/Hz 808 808 808

τ0/s 1.23×10–3 1.23×10–3 1.23×10–3

lp/m 7.57×10–7 2.39×10–7 7.57×10–8

α 1.26 0.40 0.13

图 5. 单孔的频域响应。(A) Nyquist 图 Z'-Z"；(B) Bode 图 C'-f 和 C"-f。这里，三个观测频率 fO=0.1 kHz、1.0 kHz、10.0 kHz 分别位于
单孔内电荷传导的饱和区、临界区和扩散区。
Fig. 5. Frequency-domain responses of the single pore. (A) Nyquist plot Z'-Z"; (B) Bode plot C'-f and C"-f. Herein, three observed 
frequencies fO=0.1 kHz、1.0 kHz、10.0 kHz are marked in the saturation region, critical region and diffusion region in Nyquist plot, 
respectively.

3.2. 孔结构参数对电荷扩散性质的影响

下文研究单孔内部参数对电荷扩散性质的影
响，在时域响应分析时，观测频率 fO 固定为 1.0 
kHz 频域响应的频率范围设定为 10 Hz ~ 107 Hz。

3.2.1. 孔径 d 
单孔内部参数取表 1 中默认值，观测频率

fO=1.0 kHz 给定，下文采用联合时频方法研究 d 对
孔内电荷扩散深度的影响。

在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，通过数值计
算可得：（1）时域响应 φ(z,t) 和 idl(z,t) 随 d 和 z
的变化趋势，如图 6A–6H 所示； φ( )z 和 I zdl ( ) 在
不同 d 条件下随 z 的变化趋势，如图 6I 和 6J 所示。
（2）频域响应重点考察单孔复阻抗和复电容随孔
径的演变趋势，复阻抗 Nyquist 图如图 7A 和 7B
所示，复电容 Bode 图如图 7C 和 7D 所示。（3）
基于数值计算所得图 6 和图 7 所示结果，提取得
到单孔时频特征和电荷在孔中穿透率随孔径的演
变趋势，如表 3 所示。

基于上述关于孔径的计算结果，可得单孔时
频响应和电荷穿透率的如下规律：

1）对液相电位和流过固液界面电流的影响（图

6）。当 d=3d0 时， φ( )z 和 I z tdl ( , ) 几乎不随孔深
相对位置 z 而变化；当孔径减小至 d0 时， φ( )z 和
I zdl ( ) 随 z 增加而缓慢降低；当孔径减小至 d0/9 时，
φ( )z 和 I zdl ( ) 随 z 增加而快速降低，在孔末端 φ( )z

和 I zdl ( ) 几乎为零。可见，孔径愈小 φ( )z 和 I zdl ( ) 随
z 增加而衰减得愈快，换言之，孔径减小时孔内电
荷从有限向半无限扩散过渡。

2）对特征频率和穿透率的影响（图 7 和表 3）。
当 fO=1.0 kHz，单孔（d=3d0 和 d0/9）内电荷扩散
行为分别为有限扩散和半无限扩散，而单孔（d=d0

和 d0/3）内电荷扩散行为大体介于有限扩散和半无
限扩散之间。可见，fO 固定时，孔径愈小，单孔
的谱图愈可能体现为半无限扩散，这与时域分析
结果一致。当 d=1.22d0 时 α=αT，即为半无限扩散
和有限扩散孔径临界值 dT=1.22d0。

基于穿透率的临界值 αT，同样可得出以孔径
临界值 dT 可作为孔内电荷半无限扩散和有限扩散
的简洁判据，在给定的观测频率下，当 d > 3dT 时，
孔内电荷扩散处于有限扩散；当 d < dT/3 时，孔内
电荷扩散处于半无限扩散。
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图 7. 单孔随 d 的频率响应。Nyquist 图（A）Z'-Z" 和（B）Z'-Z" 局部放大图；Bode 图（C）C'-f 和（D）C"-f。
Fig. 7. Frequency-domain responses of the single pore with respect to d. Nyquist plot (A) Z'-Z" and (B) Enlarged view for Z'-Z"; Bode 
plots (C) C'-f and (D) C"-f.

图 6. 在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，φ(z,t) 和 idl(z,t) 随 d 和 z 的演变趋势。（A）在 d=3d0 时 φ(z,t)；（B）在 d=3d0 时 idl(z,t)；（C）在
d=d0 时 φ(z,t)；（D）在 d=d0 时 idl(z,t)；（E）在 d=d0/3 时 φ(z,t)；（F）在 d=d0/3 时 idl(z,t)；（G）在 d=d0/9 时 φ(z,t)；（H）在 d=d0/9

时 idl(z,t)；在 d=3d0, d0, d0/3 和 d0/9 时（I） φ - z 和（J） Ι dl - z 。
Fig. 6. Under a complex sinusoidal current excitation at f=1.0 kHz, the time-domain responses of φ(z,t) and idl(z,t) with respect to and z. 
(A) φ(z,t) at d=3d0; (B) idl (z,t) at d=3d0; (C) φ(z,t) at d=d0; (D) idl (z,t) at d=d0; (E) φ(z,t) at d=d0/3; (F) idl(z,t) at d=d0/3; (G) φ(z,t) at d=d0/9; (H) 

idl (z,t) at d=d0/9; At d=3d0, d0, d0/3 and d0/9 (I) φ - z and (J) Ι dl - z .
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表 3. 单孔时频特征和电荷在孔中穿透率随 d 的演变趋势
Table 3. Time-frequency characteristics and charge penetration rate for the single pore with respect to d

d/d0 3 1 1/3 1/9

RL/Ω 2.73×108 2.46×109 2.21×1010 1.99×1011

CLF/F 2.04×10–13 6.79×10–14 2.26×10–14 7.54×10–15

f0/Hz 2424 808 269.3 89.8

τ0/s 4.13×10–4 1.23×10–3 3.71×10–3 1.11×10–2

lp/m 4.15×10–7 2.39×10–7 1.38×10–7 7.98×10–8

α 0.69 0.40 0.23 0.13

3.2.2. 液态电解质电导率 σ
单孔内部参数取表 1 中默认值，观测频率

fO=1.0 kHz 给定，下文采用联合时频方法研究 σ 对
孔内电荷扩散深度的影响。

在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，通过数值计
算可得：（1）时域响应 φ(z,t) 和 idl(z,t) 随 σ 和 z
的变化趋势，如图 8A–8H 所示； φ( )z 和 I zdl ( ) 在
不同 σ 条件下随 z 的变化趋势，如图 8I 和 8J 所示。
（2）频域响应重点考察单孔复阻抗和复电容随 σ
的演变趋势，复阻抗Nyquist图如图9A和9B所示，
复电容 Bode 图如图 9C 和 9D 所示。（3）基于数
值计算所得图 8 和图 9 所示结果，提取得到单孔
时频特征和电荷在孔中穿透率随 σ 的演变趋势，
如表 4 所示。

基于上述关于电解质电导率 σ 的计算结果，
可得单孔时频响应和电荷穿透率的如下规律：

1）对液相电解质电位和流过固液界面电流

的影响（图 8）。当 σ=3σ0 时， φ( )z 和 I zdl ( ) 几乎
不随 z 而变化；当 σ 减小至 σ0 时， φ( )z 和 I zdl ( )

随 z 增加而缓慢降低；当 σ 减小至 σ0/9 时， φ( )z
和 I zdl ( ) 随 z 增加而快速降低，在孔末端 φ( )z 和
I zdl ( ) 几乎为零。可见，σ 愈小 φ(z,t) 和 idl(z,t) 的
幅值随 z 增加而衰减得愈快，换言之，σ 减小时
孔内电荷从有限扩散向半无限扩散过渡。

2）对特征频率 f0 和穿透率 α 的影响（图

9 和 表 3）。 当 fO=1.0 kHz 时， 单 孔（σ=3σ0 和

σ=σ0/9）内电荷扩散行为分别为有限扩散和半无限

扩散，而单孔（σ=σ0 和 σ=σ0/3）内电荷扩散行为

大体介于有限扩散和半无限扩散之间。可见，fO

给定时，σ0 愈小单孔谱图愈可能为半无限扩散，

这与时域分析结果一致。当 σ=1.22σ0 时 α=αT，即

为半无限扩散和有限扩散的电解质电导率临界值

σ=1.22σ0。

基于穿透率的临界值 αT 同样可得出，以电解

质电导率临界值 σT 可作为孔内电荷半无限扩散和

有限扩散的简洁判据，在给定的观测频率下，当 σ 
> 3σT 时，孔内电荷扩散处于有限扩散；当 σ < σT/3
时，孔内电荷扩散处于半无限扩散。

表 4. 单孔时频 EIS 特征及电荷在孔中穿透率随 σ 的演变趋势
Table 4. Time-frequency characteristics and charge penetration rate for the single pore with respect to σ

σ/σ0 3 1 1/3 1/9

RL/Ω 8.19×108 2.46×109 7.37×109 2.21×1010

CLF/F 6.79×10–14 6.79×10–14 6.79×10–14 6.79×10–14

f0/Hz 2424 808 269.3 89.8

τ0/s 4.13×10–4 1.24×10–3 3.71×10–3 1.11×10–2

lp/m 4.15×10–7 2.39×10–7 1.38×10–7 7.98×10–8

α 0.69 0.40 0.23 0.13



Journal of Electrochemistry, 2024, 30(2), 2303141 (12 of 22）



Journal of Electrochemistry, 2024, 30(2), 2303141 (13 of 22)

图 9. 单孔随 σ 频率响应。Nyquist 图（A）Z'-Z" 和（B）Z'-Z" 局部放大图；Bode 图（C）C'-f 和（D）C"-f。
Fig. 9. Frequency-domain responses of the single pore with respect to σNyquist plot (A) Z'-Z" and (B) Enlarged view for Z'-Z"; Bode 
plots (C) C'-f and (D) C"-f.

图 8. 在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，φ(z,t) 和 idl(z,t) 随 σ 和 z 的时域响应。（A）σ=3σ0 时 φ(z,t)；（B）σ=3σ0 时 idl(z,t)；（C）σ=σ0 时
φ(z,t)；（D）在 σ=σ0 时 idl(z,t)；（E）σ=σ0/3 时 φ(z,t)；（F）σ=σ0/3 时 idl(z,t)；（G）σ=σ0/9 时 φ(z,t)；（H）σ=σ0/9 时 idl(z,t)σ=3σ0, σ0, 
σ0/3 和 σ0/9 时，（I） φ - z 和（J） Ι dl - z .
Fig. 8. Under a complex sinusoidal current excitation at f =1.0 kHz, the time-domain responses of φ(z,t) and idl(z,t) with respect to σ and 
z. (A) φ(z,t)at σ=3σ0; (B) idl(z,t) at σ=3σ0; (C) φ(z,t)at σ=σ0; (D) idl(z,t) at σ=σ0; (E) φ(z,t) at σ=σ0/3; (F) idl(z,t)at σ=σ0/3; (G) φ(z,t) at σ=σ0/9; (H) 
idl(z,t) at σ=σ0/9; At σ=3σ0, σ0, σ0/3 and σ0/9 (I) φ - z and (J) Ι dl - z  .
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3.2.3. 固液界面单位面积电容 Cdl

单孔内部参数取表 1 中默认值，观测频率

fO=1.0 kHz 给定，下文采用联合时频方法研究 Cdl

对孔内电荷扩散深度的影响。

在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，通过数值计

算可得：（1）时域响应 ϕ(z,t) 和 idl(z,t) 随 Cdl 和

z 的变化趋势，如图 10A–H 所示； φ( )z 和 I zdl ( )
在不同 Cdl 条件下随 z 的变化趋势，如图 10I 和 J
所示。（2）频域响应重点考察单孔复阻抗和复

电容随 Cdl 的演变趋势，复阻抗 Nyquist 图如图

11A 所示，复电容 Bode 图如图 11B 和 C 所示。

（3）基于数值计算所得图 10 和图 11 所示结果，

提取得到单孔时频特征和电荷在孔中穿透率随 Cdl

的演变趋势，如表 5 所示。

基于上述关于 Cdl 的计算结果，可得单孔时频

响应和电荷穿透率的如下规律：

1）对液相电解质电位和流过固液界面电流

的影响（图 10）。当 Cdl=C0/4 时， φ( )z 和 I zdl ( )
几乎不随 z 而变化；当 Cdl 增加至 C0 和 4C0 时，

φ( )z 和 I zdl ( ) 随 z 增加而缓慢降低；当 Cdl 增加至
16C0 时， φ( )z 和 I zdl ( ) 随 z 增加而快速降低，在

孔末端 φ( )z 和 I zdl ( ) 几乎为零。可见，Cdl 愈大，
φ( )z 和 I zdl ( ) 随 z 增加而衰减得愈快，换言之，即

Cdl 增加时孔内电荷从有限向半无限扩散过渡。

2）对特征频率 f0 和穿透率 α 的影响（图
11 和 表 5）。 当 fO=1.0 kHz 时， 单 孔 (Cdl=C0/4
和 16C0) 内电荷扩散行为分别为有限扩散和半
无限扩散，而单孔（Cdl=C0 和 4C0）内电荷扩散
行为大体介于有限扩散和半无限扩散之间。可
见，fO 给定时，Cdl 愈大，单孔愈可能为半无限
扩散，这与时域分析结果一致。当 Cdl=0.82C0 时
α=αT，即为半无限扩散和有限扩散的 Cdl 临界值
CT=0.82C0。

基于穿透率的临界值 αT 同样可得出，以固液

界面单位面积电容临界值 CT 作为孔内电荷半无限

扩散和有限扩散的简洁判据，在给定的观测频率

下，当 Cdl<CT/3 时，孔内电荷扩散处于有限扩散；

当 Cdl>3CT 时，孔内电荷扩散处于半无限扩散。

表 5. 单孔时频特征和电荷穿透率随 Cdl 的演变趋势
Table 5. Time-frequency characteristics and charge penetration rate for the single pore with respect to Cdl

Cdl/C0 1/4 1 4 16

RL/Ω 2.46×109 2.46×109 2.46×109 2.46×109

CLF/F 1.70×10–14 6.79×10–14 2.71×10–13 1.03×10–12

f0/Hz 3232 808 202 50.5

τ0/s 3.09×10–4 1.23×10–3 4.95×10–3 1.98×10–2

lp/m 4.79×10–7 2.40×10–7 1.20×10–7 5.98×10–8

α 0.80 0.40 0.20 0.10
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图 10. 在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，φ(z,t) 和 idl(z,t) 随 Cdl 和 z 的时域响应。（A）Cdl=C0/4 时 φ(z,t)；（B）Cdl=C0/4 时 idl(z,t)；（C）
Cdl=C0 时 φ(z,t)；（D）Cdl=C0 时 idl(z,t)；（E）Cdl=4C0 时 φ(z,t)；（F）Cdl=4C0 时 idl(z,t)；（G）Cdl=16C0 时 φ(z,t)；（H）Cdl=16C0 时

idl(z,t)；Cdl=C0/4，C0，4 C0 和 16 C0 时（I） φ - z 和（J） Ι dl - z .
Fig. 10. Under a complex sinusoidal current excitation at f=1.0 kHz, the time-domain responses of φ(z,t) and idl(z,t) with respect to  and z. 
(A) φ(z,t) at Cdl=C0/4; (B) idl(z,t) at Cdl=C0/4; (C) φ(z,t) at Cdl=C0; (D) idl(z,t) at Cdl=C0; (E) φ(z,t) at Cdl=4C0 ; (F) idl(z,t) at Cdl=4C0; (G) φ(z,t) at 
Cdl=16C0; (H) idl(z,t) at Cdl=16C0; At Cdl=C0/4, C0, 4 C0, and 16 C0; (I) φ - z  and (J) Ι dl - z .
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3.2.4. 孔长 L
单孔内部参数取表 1 中默认值，观测频率

fO=1.0 kHz 给定，下文采用联合时频方法研究 L 对
孔内电荷扩散深度的影响。

在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，通过数值计
算可得：（1）时域响应 φ(z,t) 和 idl(z,t) 随 L 和 z
的变化趋势，如图 12A–12H 所示； φ( )z 和 I zdl ( )
在不同 L 条件下随 z 的变化趋势，如图 12I 和 12J
所示。（2）频域响应重点考察单孔复阻抗和复电
容随 L 的演变趋势，复阻抗 Nyquist 图如图 13A
和 13B所示，复电容Bode图如图 13C和 13D所示。
（3）基于数值计算所得图 12 和图 13 所示结果，
提取得到单孔时频特征和电荷在孔中穿透率随的
演变趋势，如表 6 所示。

基于上述关于孔长 L 的计算结果，可得单孔
时频响应和电荷穿透率的如下规律：

1）对液相电解质电位和流过固液界面
电 流 的 影 响（ 图 12）。 当 L=L 0/6 .25 时，
φ( )z 和 I zdl ( ) 几乎不随 z 而变化；当 L 增加至

L 0/2 .50 和 L 0 时， φ( )z 和 I zdl ( ) 随 z 增加而缓
慢降低；当 L 增加至 2 .50L 0， φ( )z 和 I zdl ( ) 随
z 增加而快速降低，在孔末端和几乎为零。

可见，L 愈大， φ( )z 和 I zdl ( ) 随 z 增加而衰减
得愈快，换言之，L 增加时孔内电荷从有限
向半无限扩散过渡。

2）对特征频率和穿透率的影响（图 13 和表

6）。当 fO=1.0 kHz 时，单孔（L=L0/6.25 和 2.50L0）

内电荷扩散行为分别为有限 / 半无限扩散，而单孔

（L=L0/2.50 和 L0）内电荷扩散行为大体介于有限

/ 半无限扩散之间。可见，fO 给定时，L 愈大单孔

愈可能体现为半无限扩散，与时域分析一致。当

L=0.81L0 时 α=αT，此值为半无限扩散和有限扩散

临界值 LT=0.81L0。

基于穿透率的临界值 αT 同样可得出，以孔长

临界值 LT 作为孔内电荷半无限扩散和有限扩散的

简洁判据，在给定的观测频率下，当孔长 L<LT/3
时，孔内电荷扩散处于有限扩散；当孔长 L>3LT 时，

孔内电荷扩散处于半无限扩散。

图 11. 单孔频率响应随 Cdl 演变趋势。Nyquist 图（A）Z'-Z"；Bode 图（B）C'-f 和（C）C"-f。
Fig. 11. Frequency-domain responses of the single pore with respect to Cdl. Nyquist plot (A) Z'-Z"; Bode plots (B) C'-f and (C) C"-f.
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图 13. 单孔随频率响应。Nyquist 图（A）Z'-Z" 和（B）局部放大图；Bode 图（C）C'-f 和（D）C"-f。
Fig. 13. Frequency-domain responses of the single pore with respect to . Nyquist plot (A) Z'-Z" and (B) Enlarged view for Z'-Z"; Bode 
plots (C) C'-f and (D) C"-f.

图 12. 在 1.0 kHz 复正弦电流激励下，单孔 φ(z,t) 和 idl(z,t) 随 L 和 z 的时域响应。（A）L=L0/6.25 时 φ(z,t)；（B）L=L0/6.25 时 idl(z,t)；（C）
L=L0/2.50 时 φ(z,t)；（D）L=L0/2.50 时 idl(z,t)；（E）L=L0 时 φ(z,t)；（F）L=L0 时 idl(z,t)；（G）L=2.50L0 时 φ(z,t)；（H）L=2.50L0 时

idl(z,t)；L=L0/6.25、L0/2.50、L0 和 2.50L0 时（I） φ - z 和（J） Ι dl - z .
Fig. 12. Under a complex sinusoidal current excitation at f=1.0kHz, the pore time-domain responses of φ(z,t) and idl (z,t) with respect to 
L and z. (A) φ(z,t) at L=L0/6.25; (B) idl(z,t) at L=L0/6.25; (C) φ(z,t) at L=L0/2.50; (D) idl(z,t) at L=L0/2.50; (E) φ(z,t) at L=L0; (F) idl(z,t) at L=L0; (G) 
φ(z,t) at L=2.5L0; (H) idl(z,t) at L=2.5L0; At L=L0/6.25、L0/2.50、L0 and 2.50L0 (I) φ - z  and (J) Ι dl - z .
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表 6. 单孔时频特征和电荷穿透率随 L 的演变趋势
Table 6. Time-frequency characteristics and charge penetration rate for the single pore with respect to L

L/L0 1/6.25 1/2.50 1.0 2.50

RL/Ω 3.93×108 9.82×108 2.46×109 6.14×109

CLF/F 1.09×10–14 2.71×10–14 6.79×10–14 1.70×10–13

f0/Hz 3.16×104 5.05×103 8.08×102 1.29×102

τ0/s 3.17×10–5 1.98×10–4 1.23×10–3 7.73×103

lp/m 2.39×10–7 2.39×10–7 2.39×10–7 2.39×10–7

α 2.49 1 0.40 0.16

4. 结论与展望

4.1. 结  论

本文以单孔中电荷穿透率为例，在复正弦电
流激励下，建立单孔的时域响应和频域响应解析
解，由此，定义了电荷扩散行为的时频特征，包
括特征频率 f0、观测频率 fO、穿透深度 lp和穿透率α。
并从联合时频域视角，定量分析了观测频率、孔径、
液态电解质电导率、固液界面电容和孔长对孔内
电荷穿透率的影响，本研究取得如下主要成果：

（1）单孔内电荷扩散行为处于有限扩散还是
半无限扩散，不仅取决于孔的内在参数，而且依
赖于其观测频率。当观测频率足够低时，孔内电
荷扩散行为均将回归有限扩散，反之则孔内电荷
扩散行为均将回归半无限扩散。（2）孔径和液态
电解质电导率对孔内电荷扩散行为的作用效果相
同，当它们的值增加时，有利于孔内电荷扩散行
为进入有限扩散，反之，有利于孔内电荷扩散行
为进入半无限状态。（3）固液界面单位面积电容
对孔内电荷扩散行为的作用效果与孔径和电解质
电导率作用效果相反，当其值减小时，有利于孔
内电荷扩散行为进入有限扩散，反之，有利于孔
内电荷扩散行为进入半无限状态。（4）孔长对孔
内电荷扩散行为的作用效果与固液界面单位面积
电容趋势相同，但是其影响程度并不相同，这是
因为穿透率∝ 1/L，而 α ∝ (1/Cdl)0.5。（5）定义了
穿透率临界值 αT，以此为基础，分别定义了孔径、
电解质电导率、界面单位面积电容和孔长等参数
的临界值 dT、σT、CT 和 LT，可作为孔内电荷半无
限扩散和有限扩散的简洁判据。

频域分析把单孔视作整体，考察了不同频率
下电荷传输特性；时域分析把单孔视作分布参数
系统，考察不同空间点电荷随时间的演变。联合
时频分析实现了信息融合，最终殊途同归。总之，
在面对复杂多孔电极电化学系统时，本文不仅成
功建立了单孔内部参数和观测频率与穿透率通用
性数学公式，而且有力地证明了联合时频方法可
提高复杂电化学系统诊断的可靠性。

4.2. 展  望

本文以单孔中电荷穿透深度和电流空间分布
为例，系统阐述了联合时频分析的基本原理和详
细步骤，由此得到了孔内电荷半无限扩散和有限
扩散的简洁判据。从理论上，建立多孔电极的时
域响应与频域响应的内在联系；从实验上，实现
多孔电极的时域响应与频域响应的信息融合，这
仍然需要进一步的探索。
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Abstract
In recent years, joint time-frequency analysis has once again become a research hotspot. Supercapacitors have 

high power density and long service life, however, in order to balance between power density and energy density, two 
key factors need to be considered: (i) the specific surface area of the porous matrix; (ii) the electrolyte accessibility to the 
intra-pore space of porous carbon matrix. Electrochemical impedance spectra are extensively used to investigate charge 
penetration ratio and charge storage mechanism in the porous electrode for capacitance energy storage. Furthermore, 
similar results could be obtained by different methods such as stable-state analysis in the frequency domain and transient 
analysis in the time domain. In this work, a joint time-frequency analysis method is proposed to study the charge 
penetration depth and current spatial distribution in the pore. In detail, the following work has been carried out: (i) 
Excited by a complex sinusoidal current, the analytical solutions in the time domain and the frequency domain for the 
single pore are resolved, and the time-frequency characteristics describing the charge diffusion behavior are defined. (ii) 
Using the joint time-frequency method, the influences of the internal and external parameters on the charge penetration 
ratio in the single pore are quantitatively analyzed, and the evolution trend between the finite and semi-infinite diffusion 
of the charge inside the single pore is revealed. (iii) Based on the critical value of the penetration rate, the critical value 
of the internal parameters of the single pore is defined as well, and the semi-infinite diffusion and finite diffusion of 
the charge inside the pore are judged. Based on the above analyses, it can be seen that the frequency domain analysis 
regards the single pore as a whole and examines the charge transfer characteristics at different frequencies; however, 
the time domain analysis regards the single pore as a distributed parameter system, examining the evolution of charges 
at different spatial locations over time. Joint time-frequency analysis successfully completes information fusion and 
ultimately achieves the same goal. Furthermore, the joint time-frequency method can improve the reliability of diagnosis 
for the complicated porous electrode in electrochemical systems. In a word, the joint time-frequency analysis method 
proposed in this paper can achieve the information fusion for complex physio-chemical processes, which not only 
achieves the similar insights with different efforts, but also improves the diagnosis reliability for the complicated porous 
electrode in the electrochemical energy systems.

Keywords: Joint time-frequency analysis; Single pore; Charge penetration depth; Current spatial distribution; Semi-
infinite diffusion; Finite length diffusion


